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■1群（信号・システム）-- 2編（符号理論）

4章 符号の構成

（執筆者：西島利尚）［2012年 3 月受領］

■概要■

本章では，符号の構成について述べる．

誤り訂正符号を実際に装置化する際に，装置の仕様として要求される信頼性を保障したう

えで，符号語のビット数あるいは情報記号のビット数などに制約がある場合がある．こうし

た制約を解消するために，何らかの方法で構成された線形符号に対して簡単な変更を加えて

用いる．この簡単な変更により得られる符号を修正符号と呼んでいる．実際に，重要な修正

符号には，パリティ検査ビットを付加することにより得られる拡大線形符号，一部の情報ビッ

トを 0に固定することで得られる短縮符号，符号語の一部を除去することで得られるパンク

チャ符号などがある．

また，情報ビット数及び検査ビット数を適当に大きくすることで，訂正能力のより高い符

号化を行えば，一般に復号器の装置化がかなり複雑になる．更に実際の通信路は，ランダム

誤り，バースト誤り，あるいは両者の誤りが混在するなど，様々である．これらの様々な制約

を解消するために，適当な二つ以上の符号を組み合わせて使用する場合がある．これは，比

較的装置化が簡単でかつ，比較的誤り訂正能力の高い符号，そして実際の通信路に適した構

造をもつ符号を構成することができる．更に，適当な符号の組合せにより理論的にも興味深

い符号を構成できることがある．符号の組合せ方法として，基本的な積符号と連接符号の二

つの方法について述べる．

【本章の構成】

本章は，符号の修正（4-1節），積符号（4-2節），連接符号（4-3節），からなる．
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4--1 符号の修正
（執筆者：西島利尚）［2012年 3 月受領］

本節では 2元線形符号に対する各種の符号の修正法について述べる

2元 (n, k,dmin)線形符号 Cのすべての符号語に対して，パリティ検査ビットを付加して得

られる 2元 (n+ 1,k,d′min)線形符号 C′ を拡大線形符号とする1, 2)．一般に，(n,k, dmin)線形符

号 Cのパリティ検査行列 H が与えられたとき，(n + 1,k, d′min) 拡大線形符号 C′ のパリティ
検査行列 H′ は，

H′ =



0

H 0
...

0

1 1 . . . 1 1



(4・1)

で与えられる．ただし，dmin が奇数のときは d′min = dmin + 1，偶数のときは d′min = dmin であ

る．(7, 4,3)ハミング符号 Cのパリティ検査行列 H と (8,4,4)拡大ハミング符号 C′ のパリ
ティ検査行列 H′ はそれぞれ，

H =



1 0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 0 1


， (4・2)

H′ =



1 0 0 1 1 1 0 0

0 1 0 0 1 1 1 0

0 0 1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1


, (4・3)

で与えられる．(7, 4, 3)ハミング符号 C の符号語と，それに対応する (8, 4, 4)拡大ハミング

符号 C′ の符号語を表 4・1に示す．

次に，2元 (n,k,dmin) 線形符号 C のすべての符号語に対して，符号語の一部 sビットを

除去して得られる 2 元 (n − s,k, d′min) 線形符号 C′ をパンクチャ符号とする1, 2)．ここで，

d′min ≥ dmin − s，s< n− kである．(7,4, 3)ハミング符号 Cの生成行列 Gと (6,4,2)パンク

チャ符号 C′ の生成行列 G′ はそれぞれ，

G =



1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1


, (4・4)
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表 4・1 (7,4,3)ハミング符号 C と (8,4,4)拡大ハミング符号 C′

ハミング符号 拡大ハミング符号 ハミング符号 拡大ハミング符号

0000000 00000000 0001011 00010111

1110100 11101000 1000101 10001011

0111010 01110100 1100010 11000101

0011101 00111010 0110001 01100011

1001110 10011100 1011000 10110001

0100111 01001110 0101100 01011001

1010011 10100110 0010110 00101101

1101001 11010010 1111111 11111111

G′ =



1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1


, (4・5)

で与えられる．G′ は，Gの最後の 7列目を除去したもので，ハミング符号 Cのすべての符

号語の検査ビットから最後尾の 1ビットを除去している．(7,4,3)ハミング符号 Cの符号語

と，それに対応する (6,4,2)パンクチャ符号 C′ の符号語を表 4・2に示す．

表 4・2 (7,4,3)ハミング符号 C と (6,4, 2)パンクチャ符号 C′

ハミング符号 パンクチャ符号 ハミング符号 パンクチャ符号

0000000 000000 0001011 000101

1110100 111010 1000101 100010

0111010 011101 1100010 110001

0011101 001110 0110001 011000

1001110 100111 1011000 101100

0100111 010011 0101100 010110

1010011 101001 0010110 001011

1101001 110100 1111111 111111

最後に，2元 (n,k, dmin)線形符号 Cのすべての符号語に対して，sビットの情報ビットを 0

に固定して得られる 2元 (n− s, k− s, d′min)線形符号 C′ を短縮線形符号とする1, 2)．ここで，

d′min ≥ dmin である．(7,4, 3)ハミング符号 Cの 4ビットの情報ビットのうち，最初の 2ビッ

トをあらかじめ 0とおき，(7, 4,3)ハミング符号 Cの生成行列 Gで符号化する．得られた符

号語の最初の 2ビットの 0を除去することで (5,2,3)短縮ハミング符号 C′ を得る．(7,4,3)

ハミング符号 Cの符号語と，それに対応する (5,2,3)短縮ハミング符号 C′ の符号語を表 4・3

に示す．
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表 4・3 (7,4,3)ハミング符号 C と (5,2,3)短縮ハミング符号 C′

情報記号系列 ハミング符号 短縮ハミング符号

0000 0000000 00000

0001 0001111 01111

0010 0010110 10110

0011 0011001 11001
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4--2 積符号
（執筆者：西島利尚）［2012年 3 月受領］

積符号では，第 1段の符号として，q元 (n1, k1, d1 min)線形符号 C1 を与え，第 2段の符号

として，q元 (n2, k2, d2 min)線形符号 C2 を与える．

長さ k1k2 の q元情報シンボルが与えられたとき，まず，k1 個の長さ k2 の q元情報シンボ

ルを，符号 C2 の符号語として，第 2段の符号化を行う．そして，得られた k1 個の符号語を

並べ，k1 × n2 の 2次元配列をつくる．次に，n2 個の長さ k1 の q元情報シンボルを，符号

C1 の符号語として，第 1段の符号化を行う．この結果得られた，長さ n1n2 の q元系列の集

合を，q元 (N ,K ,Dmin) 積符号 C という1, 2)．したがって，積符号 C は，C = C1 ⊗C2，と

表される．ここで，⊗は直積を表す．積符号 Cの符号パラメータは，N = n1n2，K = k1k2，

Dmin = d1 mind2 min，である．

積符号は，レディ‐ロビンソン復号法により，t = bDmin−1
2 c個以下のすべての誤りを訂正す

ることが可能である3)．ここで，レディ‐ロビンソン復号法とは，限界距離復号法を一般化

した，一般化最小距離復号法を積符号の復号に適用したものである4)．ただし現在は，ター

ボ復号を行うことで,積符号はそれ以前の復号法を用いるよりも優れた誤り率を達成できる

ことが知られている [6 章 6-1節 参照]．更に，2次元構造の符号語を行方向，あるいは列

方向に逐次通信路に入力して行くと仮定し，通信路においてバースト誤りが生起した場合

を考える．このとき積符号 C は，インタリーブを施していると考えることができるので，
バースト長 b = max[n1t2,n2t1] 以下のバースト誤りを訂正することが可能である5)．ただし，

t1 = b d1 min−1
2 c，t2 = b d2min−1

2 cである．
積符号 Cの符号化・復号の過程を図 4・1に示す．

図 4・1 積符号 C の符号化・復号の過程

2次元の積符号を s次元に拡張することにより構成される q元 (N ,K ,Dmin) 繰り返し積

符号 C は，C = C1 ⊗ C2 ⊗ · · · ⊗ Cs，と表される．繰り返し積符号 C の符号パラメータは，
N =

∏s
i=1 ni，K =

∏s
i=1 ki，Dmin =

∏s
i=1 di min，である．

エライアスは，2元対称通信路を対象として，繰り返し積符号 C の第 i 段の (ni , ki , di min)
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符号 Ci に，2元 (2m+i−1,2m+i−1 − (m+ i), 4)拡大ハミング符号 Ci を適用して，符号長を十分

大，すなわち，s→ ∞とし，符号化率が非ゼロで，かつ復号後のビット誤り率が 0に収束す

る繰り返し積符号 Cを構成した．すなわち，復号後のビット誤り率 ps ≤ (2m+1p)2
s
，そして

符号化率 R =
∏s

i=1
ki

ni
=

∏s
i=1(1− m+i

2m+i−1 ) > 1− m+2
2m−1 である繰り返し積符号を構成した6)．ここ

で，pは 2元対称通信路の誤り率，m≥ 4の整数である．符号化率は，mの値に従属した離

散値でしか実現することができない．しかし，符号化比率が非ゼロで符号長を十分大とした

とき，複合語の誤り率が 0に収束することを非ランダムな符号化によって証明された最初の

線形符号である．

最後に，積符号の一般化について述べる．すなわち，第 1段の q元 (n1, k1, d1 min) 線形符

号 C1 を，k1 個の部分符号 C1 = C(1)
1 ⊇ C(2)

1 ⊇ · · · ⊇ C(i)
1 ⊇ · · · ⊇ C(k1)

1 をもつ，非組織

符号で与え，第 2段の符号を，k1 個の q元 (n2, k
(i)
2 , d

(i)
2 min) 線形符号 C(i)

2 ，i = 1,2, . . . ,k1，

k(1)
2 ≤ k(2)

2 ≤ · · · ≤ k(i)
2 ≤ · · · ≤ k(k1)

2 ，で与える．

長さ
∏k1

i=1 k(i)
2 の q元情報シンボルが与えられたとき，第 1番目の長さ k(1)

2 の q元情報シン

ボルを，符号 C(1)
2 の符号語として，符号化する．次いで，第 2番目の長さ k(2)

2 の q元情報シ

ンボルを，符号 C(2)
2 の符号語として，符号化する．以下同様にして，第 k1 番目の長さ k(k1)

2

の q元情報シンボルを，符号 C(k1)
2 の符号語として，順次符号化する．そして，得られた k1

個の符号語を並べ，k1 × n2の 2次元配列をつくり，第 2段の符号化を終了する．次に，n2個

の長さ k1の q元情報シンボルを，符号 C1の符号語として，第 1段の符号化を行う．この結

果得られた，長さ n1n2 の q元系列の集合を，q元 (N ,K ,Dmin) 修正積符号 C という7)．し

たがって，修正積符号 C は，C = C1 ⊗ [C(1)
2 ,C(2)

2 , . . . ,C(K1)
2 ]，と表される．修正積符号 C の

符号パラメータは，N = n1n2，K =
∏k1

i=1 k(i)
2 ，Dmin = min1≤i≤k1 [d

(i)
1 mind

(i)
2 min]，である．ここ

で，d(i)
1 minは符号 C1 の部分符号 C(i)

1 の最小距離である．

修正積符号は，積符号と同様，レディ‐ロビンソン復号法により，t = bDmin−1
2 c個以下のす

べての誤りを訂正することが可能である．
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4--3 連接符号
（執筆者：西島利尚）［2012年 3 月受領］

長さ kKの q元情報シンボルが与えられたとき，まず，長さ K の系列を一組として GF(qK)

上の元とみなし，長さ kの qK 元情報シンボルを，qK 元 (n,k, dmin)線形符号 COuterの符号語

として，符号化する．ここで，符号 COuterを外部符号（外符号とも呼ばれる）といい，この

符号化を外部符号化という．次に，得られた n個の GF(qK)上の元，すなわち外部符号の符

号語シンボルを，それぞれ長さ K の q元情報シンボルとみなし，それを，q元 (N,K,Dmin)

符号 CInnerの符号語として，符号化する．ここで，符号 CInnerを内部符号（内符号とも呼ば

れる）といい，この符号化を内部符号化という．得られた内部符号の符号語を連接して得ら

れる長さ nNの q元系列の集合を，q元 (N ,K ,Dmin)連接符号 Cという4)．連接符号 Cの符
号パラメータは，N = nN，K = kK，Dmin ≥ dminDmin，である．

連接符号は，積符号と同様，レディ‐ロビンソン復号法により，t = bDmin−1
2 c個以下のすべ

ての誤りを訂正することが可能である．

連接符号 Cの符号化・復号の過程とその符号語を図 4・2に示す．内部符号器・復号器に対

して本来の通信路を内部通信路，外部符号器・復号器に対して内部符号器・通信路・内部復

号器をまとめて通信路とみなすことで，外部通信路と呼ぶこともある．

図 4・2 連接符号 C の符号化・復号の過程とその符号語

q元 (n,k,dmin) 線形符号 C の符号化率を R = k
n，そして，固定された値 Rをもつ符号の

集合族のなかで，符号のもつ最小距離の最大値を dmin(n,R)で表せば，符号 Cの漸近的距離

比は，

δ(R) = lim
n→∞

sup
1
n

dmin(n,R) (4・6)
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と定義される．

GF(2K)上の原始リード‐ソロモン符号で外部符号化し，ギルバート‐バルシャモフ限界を

満たす 2元線形符号で内部符号化すれば，次の漸近的距離比をもつ 2元連接符号 C が存在
する．

δ(R) ≥ max
0≤R≤1

[
(1− R

R
)H−1(1− R)

]
. (4・7)

式 (4・7)が，ジアブロフ限界と呼ばれている8)．ここで，H−1(x) は 2元エントロピー関数

H(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x)の逆関数である．

上記 2元連接符号と同様，まず，GF(2K) 上の原始リード‐ソロモン符号で外部符号化す

る．そして，原始リード‐ソロモン符号の符号語の n(= 2K − 1)個のシンボル ai ∈GF(2K)，

i = 0,1, · · · , 2K − 2を順次，生成行列 [1, αi ] で内部符号化する．[1, αi ] は GF(2K)上の，ボー

ゼンクラフトのランダムシフト (2, 1)符号 C(i) の生成行列である．ただし，α，1 ∈GF(2K)は

それぞれ，原始元と単位元を表す．この符号化方法を，n個の異なる符号で内部符号化を行

うという意味で，可変内部符号化という．この 2元連接符号 Cが，漸近的距離比が 0に収束

しない構成的に与えられる最初の代数的符号である9)．ユーステセン符号と呼ばれる．ユー

ステセン符号 Cの漸近的距離比は，

δ(R) ≥ max
1
2≤R≤1

[
(1− R

R
)H−1(1− R)

]
(4・8)

で与えられる．式 (4・8)は，高符号化率の範囲で，式 (4・7)に一致する．ユーステセン符号

は，漸近的距離比が非ゼロの値をもつものの，ギルバート‐バルシャモフ限界にはかなりの

隔たりがある．そこで，ユーステセン符号には様々な改良が加えられている10, 12, 13, 11)．しか

し一方では，原始リード－ソロモン符号で外部符号化し，かつ可変内部符号化によって構成

される 2元連接符号のクラスには，ギルバート‐バルシャモフ限界を満たす符号が存在する

ことが示されている14)．

最後に，連接符号の一般化について述べる．すなわち，長さ K
∑J

j=1 k j の q元情報シンボル

が与えられたとき，まず，この情報シンボルを，k j 個の連続する長さ K の系列に分割する．

分割した系列を GF(qK)上の元とみなし，長さ k j の qK 元情報シンボルを，qK 元 (n,k j ,dmin j)

線形符号 COuterj， j = 1,2, . . . , J，の符号語として，順次符号化する．そして，得られた J個

の符号語を並べ，JK × nの 2次元配列をつくり，外部符号化を終了する．次に，GF(qK)上

の J個の元を，長さ JK の GF(q) 上の元とみなし，n個の長さ JK の q元情報シンボルを，

q元 (N, JK,Dmin) 符号 CInnerの符号語として内部符号化する．ここで，内部符号 CInnerは，

(N, (J− j +1)K,Dmin j)符号CInnerj を部分符号としてもつ，非組織符号である．この結果得られ

た，長さ nNの q元系列の集合を，q元 (N ,K ,Dmin)一般化連接符号 Cという15, 16, 17)．一般

化連接符号 Cの符号パラメータは，N = nN，K = K
∑J

j=1 k j，Dmin ≥ min1≤ j≤J[dmin j Dmin j ]，

である．

式 (4・7)と同一条件で，2元一般化連接符号 Cを構成すれば，符号 Cの漸近的距離比は，

δ(R) ≥ max
0≤R≤1

[
R− R∫ R

0

dx
H−1(1− x)

]
(4・9)
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で与えられる．式 (4・9)は，2元一般化連接符号の存在を保証する限界である．

一般化連接符号は，連接符号と同様，レディ‐ロビンソン復号法により，t = bDmin−1
2 c個以

下のすべての誤りを訂正することが可能である．
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