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■1群（信号・システム）-- 11編（非線形問題）

2章 カオスとその応用

（執筆者：）

■概要■

【本章の構成】
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■1群 -- 11編 -- 2章

2--1 カオスの基礎

2--1--1 カオスの歴史 （執筆者：中島弘之）［2009年 3 月受領］

単純なシステムから生成されるが非周期的で複雑かつ予測困難な現象の総称としての「カ

オス」という学術用語が初めて使用されたのは 1975年に出版された Li と Yorkeによる論文
1)であるとされている 2)．その後，より厳密にカオスを定義する多くの試みがなされている

が，現在までに確定的なものは得られていない．しかし，今日のいかなる定義のもとでもカ

オスと呼ばれ得る現象が，上田によって強制外力を有する二次元非線形自励振動系において
3)，また Lorenzによって流体系における時空振動の特定モードを表現する三次元自律系にお

いて 4)，ともに 1960年代の初めに独立に発見された．現在の意味でのカオスという学術用語

は存在しなかったが，アナログあるいはディジタルの計算機を用いて定量的かつ視覚的に表

現されることにより，カオス現象が初めて明確に認識され，その探究が開始されたのである．

これらの発見がカオス研究の歴史の起源というに相応しく，上記の Li と Yorkeの論文や

ストレンジアトラクタという用語を導入した Ruelleと Takensによる 1971年の論文 5)など

が契機となり，1970年代になって上田と Lorenzの研究の重要さが広く認識された．更に，

1800年代後半のポアンカレによる天体力学における二重漸近構造の発見 6)や，それを一般の

力学系の問題として抽象化して考察した Birkhoff による 1900年代初めの研究 7)，そして，

その構造が今日の意味でのカオスの本質に重要にかかわることを見いだした Smaleによる馬

蹄力学系の研究 8)，エルゴード理論におけるベルヌイシフト 9)のような混合性を示すシンプ

ルな一次元系などがすべてカオスの概念のもとに統一して理解され，認識されるに至った．

1970年代後半から 1980年代にかけては，物理・化学・電気・機械など様々な分野でカオ

スの研究が盛んになり，カオスを特徴づけるリヤプノフ指数やフラクタル次元の算出法など

が考案され，また，メルニコフの方法やシルニコフの方法を用いたカオスの存在証明なども

検討されるようになった．1980年代後半には，カオスを工学的に応用しようとする試みが開

始され，カオスダイナミクスを利用した最適化問題の解法，時系列のカオス性に着目した予

測手法，カオスの制御やカオスの同期，それを利用したカオス通信などが提案され，これら

の研究は現在も進展している．

2--1--2 ストレンジアトラクタ （執筆者：中島弘之）［2009年 3 月受領］

ストレンジアトラクタはカオスアトラクタ（chaotic attractor）とも呼ばれ，力学系におけ

るカオス的な軌道を含むアトラクタのことであり，幾何学的にはフラクタル構造という特徴

を一般に有している．

ここで，アトラクタとは，力学系の相空間において，周囲の軌道を吸引する性質をもった

集合であり，物理系など実在のシステムにおいては，通常観測される定常的な時間波形や時

系列を表現している．数学的にはアトラクタは以下のように定義される．まず，相空間上の

点 xに対して，xを出発する軌道が時間経過とともに漸近していく集合を ω極限集合と呼び，

ω(x)と表す．また，集合 Aに対して ω(x) ⊂ Aとなるような xの集合は Aの引力圏（basin

あるいは domain of attraction）と呼ばれる．引力圏が自身の近傍になっているようなコンパ

クト不変集合 Aで稠密な軌道を含むものがアトラクタである（引力圏の条件を「近傍」から
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「測度が正の集合」に緩和した定義もある 10)）．

このように定義されるアトラクタは，一般にカオス的と称される以下のような性質をもつ

とき，ストレンジアトラクタと呼ばれる．すなわち，アトラクタには稠密な非周期軌道が存

在し，かつ，可算無限個の周期軌道が含まれている．これらは，初期条件の任意の微小量の

差異が時間経過とともにアトラクタのサイズまで拡大されるという性質（初期条件に対する

鋭敏な依存性）をもち，局所的な線形近似では最大リヤプノフ指数が正という性質で特徴づ

けられる不安定性を有する．

代表的なストレンジアトラクタとしては，二次元強制振動型非自律系である Duffing方程

式のストロボ写像で観測される Japanese attractorや三次元自律系である Lorenz方程式の解

である Lorenz attractorなどがある．このような代表例も含め多くのストレンジアトラクタは

カントール集合のようなフラクタル（非整数次元）構造をもっている．フラクタル性もスト

レンジアトラクタの重要な特徴の一つであるが，軌道のカオス性とアトラクタのフラクタル

性とは一般には独立である．冒頭に記したように，ストレンジアトラクタとカオスアトラク

タは同義の概念として用いられるのが一般的であるが，フラクタル構造をもったアトラクタ

をストレンジアトラクタと呼び，カオス軌道を含むものをカオスアトラクタと呼ぶというふ

うに使い分けられる場合もある．

2--1--3 ローレンツシステム，レスラーシステム （執筆者：上田哲史）［2009年 3 月受領］

E.ローレンツは，1963年に気象という多自由度の複雑な対象に対し，レイリー・ベルナー

ル対流モデルからいくつかの大胆でかつ合理的な近似を行い，次の 3階常微分方程式を得た．

dx/dt = σ(y− x), dy/dt= rx − y− xz, dz/dt= xy− bz

これをローレンツシステムと呼ぶ．σ, r, bはパラメータであり，状態変数とともに実システ

ムとの対応がある．図 2・1 (a)にローレンツアトラクタを示す．

O. E.レスラーは 1976年にローレンツシステムに類似しながらもより定性的解析の行いや

すいカオス力学系として以下の微分方程式を提案した．

dx/dt = −y− z, dy/dt = x + ay, dz/dt = bx− (c− x)z

これをローレンツシステムと呼ぶ．a, b, cはパラメータである．図 2・1 (b)に典型的なロー

レンツアトラクタを示す．

2--1--4 一次元カオス写像

（執筆中）

2--1--5 リー・ヨークの定理

（執筆中）
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図 2・1 (a)レスラーアトラクタ, σ = 10,b = 8/3, r = 28. (x0, y0, z0) = (0.5,−1, 22). (b)ローレンツアトラ

クタ, a = 0.2, b = 0.2, c = 5．(x0, y0, z0) = (−1,0.5,0).
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■1群 -- 11編 -- 2章

2--2 実システムのカオス

2--2--1 回路系のカオス （執筆者：斎藤利通）［2009年 9 月受領］

電気電子回路に複雑な現象が発生することは，古くから知られていた．ダフィングの方程

式 1, 2) によって記述される鉄共振回路などがその典型例である．しかし，当時はカオスに関

する理論は整備されておらず，現象の認識や解析は困難であった．自然科学の広い分野でカ

オスや分岐現象に関する研究が盛んになっていくのと連動して，回路におけるカオスの研究

も発展していった．

カオスや分岐現象を呈する簡素な回路をカオス発生回路と呼ぶ．ここでいう回路とは，基

本回路素子（抵抗，キャパシタ，インダクタ）で構成され，キルヒホッフの法則に支配され

るものである．各素子は線形でも非線形でもよい．抵抗は，電源やスイッチも包含する広義

の抵抗を意味する．カオス発生回路の研究には以下のような意義がある．

1. 基本回路素子は，電荷，電圧，電流，磁束の物理量を関連づけ，それによって構成さ

れる回路の呈する現象は，化学反応や乱流と同様な自然現象である．カオス発生回路

は非線形現象を考察するための簡素な実物理系である．

2. 機械，化学，生物系の等価回路を構築できる場合がある3)．等価回路と元の系は同様な

微分方程式で記述される．回路の動作は，一般に機械，化学，生物系よりも高速であ

り，その実験は容易である．市販の ICなどを用いた安価な実験も可能である．

3. カオスの工学的応用を実現するためには，簡素なカオス発生回路の設計と，その低電

力集積化技術が重要な役割を果たす．

（1）自律系のカオス発生回路

「どのようにすれば簡素なカオス発生回路が構成できるか?」この基本問題を図 2・2に示

した自律系回路で考える．同図において，Nは線形部分回路であり，これに i = G(vD)なる
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図 2・2 自律系カオス発生回路の構成例

特性を有する電圧制御型抵抗が接続されている．Nがメモリー素子（キャパシタかインダク

タ）を一つしか含まない場合，回路はリミットサイクルを呈することができるが（ファンデ

アポール方程式の項参照），カオスは発生しない．解の一意性がその根拠である．同図右に，

N が二つのメモリ素子を含む例を示す．同回路は，線形負性コンダクタ −gとダイオードを

含み，カオスを発生することができる．回路の動作は次式で記述される．

電子情報通信学会「知識ベース」 c© 電子情報通信学会 2010 5/(37)



1 群－ 11編－ 2 章（ver.1/2010.9.16）

C1
d
dt

v1 = i −G(v), C2
d
dt

v2 = −i + gv2, L
d
dt

i = −v1 + v2 (2・1)

G(v)を区分線形近似した場合は，区分的厳密解を用いた厳密な議論が可能である4)．このよ

うに，自律系回路にカオスを発生させるためには，少なくともメモリ素子三つと非線形能動素

子が必要である．チュア回路は，このような自律系カオス発生回路の先駆的代表例である5)．

非自律系については，ダフィング方程式の項を参照されたい．

（2）不連続スイッチを含むカオス発生回路

重要なカオス発生回路の一つに，図 2・3に示したような不連続スイッチを含む回路がある．

同図 (a)で，N は線形部分回路であり，キャパシタ電圧 vがあるしきい値電圧 VT に達する

と，スイッチ Sが一瞬閉じて vはベース Eにジャンプする．Nが抵抗と定電圧源で構成され

テブナンの等価回路で記述できる場合は，よく知られた弛張発振器となり，vが充電とジャ

ンプを繰り返してのこぎり波が発生する．言うまでもなく実際の回路は内部抵抗 r0 を含み v

は有限時間で放電されるが，解析の便宜のために r0 をショートさせている．

Nが一つ以上のメモリ素子を含み vが振動できるとカオスが発生する．同図 (b)の例では，

Sが offのとき vは発散振動する．同図 (c)のように Sを作用させると振動の発散を抑制でき

る．Sが一瞬閉じるとジャンプによって v = Eとなるが，その直後の時点では，過去にジャ

ンプがあったのかなかったのか不明となる．すなわち，過去に対して解の一意性が成り立た

ない．回路は同図 (d)のようにカオスを呈する．回路の動作は，二次元微分方程式としきい

値作用によるジャンプによって記述される．


C d
dt v = i

L d
dt i = v + Ri

(v(t+), i(t+)) = (E, i(t)) if v(t) = VT (2・2)

この方程式の区分的厳密解を接続することにより，カオスや分岐現象を精密に解析すること

ができる6). このように振動とジャンプを繰り返す系は，様々なスパイク列を発生するニュー

ロンモデルとも密接に関連している7)．
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図 2・3 振動発火型カオス発生回路

（3）カオス発生回路の応用

カオス発生回路の工学系応用を考える場合，消極的な立場と積極的な立場がある．前者は，
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不規則なカオス動作は好ましくなく，これが発生しないように回路を設計する，といった立

場である．後者は，カオスは多様性のある現象で，これを系の性能を向上させるために積極

的に使おうとする立場である．そのような応用を考えるための典型例に，パワーエレクトロ

ニクスにおける DC-DCコンバータ8, 9)がある．図 2・4に基本的な回路モデルを示す．回路

の入力は直流電源 Vi であり，スイッチ Sを適当に動作させることによって入力を降圧ある

いは昇圧させ，これを負荷に供給する．スイッチ Sの制御法には様々なものがあり，負荷電

圧に依存する電圧モード制御と，負荷電流に依存する電流モード制御に大別される．「クロッ

ク周期ごとに S が onとなり，インダクタ電流 i がしきい値に達すると offになる」という

電流モード制御の例を考える．この例では，クロック周期ごとに Sが onになったとき，そ

れ以前に Sが onであったか offであったかは不明である（過去に対して解の一意性が成り

立たない）．この回路にはカオスや分岐現象が発生する．回路がカオス的動作をするパラメー

タ領域を解明し，そのパラメータを避けて設計するのが消極的応用である．カオス波形が広

帯域スペクトルを有することに注目し，これを用いてスイッチング間隔を分散させて，妨害

電波を抑制しようというのが積極的応用の例である．
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図 2・4 基本的な DC-DCコンバータの回路モデル．左が降圧系，右が昇圧系．

ほかにも様々なカオス発生回路の応用が検討されているが，特筆すべきはニューロモル

フィックハードウェアである．これは，生物の神経系の機能からヒントを得て設計されたハー

ドウェアであり，広範な回路が対象となる10)．例として，動的連想メモリ，シリコン網膜，シ

リコン蝸牛などがあげられる．これらはいずれも非線形回路であり，パラメータと動作の関

係の解明が重要である．特に，動的連想メモリの動作を柔軟にするには，カオス的振る舞い

が有効であることが示唆されており，系の集積回路化技術とともに，研究が進められている．

2--2--2 生体のカオス （執筆者：林　初男）［2009年 4 月受領］

生体系は非線形であるがゆえに非常に複雑な振る舞いをすることがある．今では，それら

の多くはカオスと呼ばれる現象だと理解されている．しかし，カオスであることが実験で明

確に示されている例はそれほど多いわけではない．それは，生体を構成する要素の多さや構

造の複雑さによって力学系としての次元が高くなり，カオスであることを明確に示すのが容

易でなくなるからだと考えられる．

生体系においてカオス活動の最も確実な証拠が実験で得られているのはニューロンなどの

興奮性細胞である．1981年に心筋細胞でカオス的な活動の存在が示唆され11)，続いて 1982

年に車軸藻12)とニューロン13)で，1984年に巨大軸索14)で，1990年に心臓組織15)で，カオス

活動の明確な証拠が示されている．ニューロカオスの発見後，ニューロンモデルを用いたカ

オス研究も盛んに行われた．その詳細については文献 16)を参照されたい．

ここでは，ニューロカオスの明確な証拠が実験で示されているイソアワモチニューロンの
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カオス活動について述べる．イソアワモチ（軟体動物）の食道環神経節に巨大ニューロンが

存在する．人工海水の Na+ 濃度を高くして繰り返し発火（∼ 2.5 Hz）を起こさせ，適当な周

波数の交流電流（∼ 6.3 Hz）で刺激すると，膜電位応答が不規則になる．この膜電位応答か

ら図 2・5(A) に示すようなストレンジアトラクタが再構成されている．更に，交流電流の位

相 φ を導入して三次元空間でストレンジアトラクタを再構成すると，図 2・5(B)で模式的に

示すように，アトラクタは扁平な帯のかたちをしている．これは帯の面に垂直な方向には安

定で軌道がアトラクタに引き寄せられ，帯の面内では不安定で軌道間の距離が指数関数的に

大きくなるためである．φ 軸を輪にまげて φ = 0と φ = 360◦ の面を接着するとトーラスに
なる．φ軸に垂直な平面で軌道を切ると，平面と軌道の交点 { P1, P2, P3, - - - }が得られ（図
2・5(B)(a)），これらの交点の集合がアトラクタの断面を与える（図 2・5(B)(b)）．図 2・5(C)は

実験データから得られた断面である．アトラクタが引き伸ばされ（図 2・5(C) (a)∼(d)），折れ

畳まれている（図 2・5(C) (e)∼(i)）ことが分かる．この引き伸ばしと折れ畳みが交流電流の周

期ごとに繰り返されるので，軌道は複雑に走り予測不可能になる．これがカオス生成の機構

である．

図 2・5 イソアワモチ巨大ニューロンのカオス応答．（A）ストレンジアトラクタ 13)．軌道 (a)とストレン

ジアトラクタの形 (b)が示されている．（B）3次元位相空間で見たストレンジアトラクタ（模式図）16)．交

流電流の位相（0 ∼ 360◦）で重ね描きした軌道 (a)とアトラクタを平面で切った断面 (b)が示されている．

（C）ストレンジアトラクタの断面 (a∼i)13)．(j) アトラクタを切った交流電流の位相 φ．（D）一次元写像13)．

軌道と平面との交点の時系列から一次元写像 F : Vn → Vn+1 を求めることができる（図

2・5(D)）．V0 = F(V0)を満たす交点 V0 は固定点である（図 2・5(D)(a)）．固定点近傍の交点

V1 から写像を繰り返すと，軌道が平面と交わるたびに交点は固定点から振動しながら離れて

いく（図 2・5(D)(b)）．写像が上に凸な関数であるので交点はそのうち固定点近傍に押し戻さ

れるが，再び固定点から離れていく．その結果，交点が固定点に落ち着くことはない．換言

すれば，軌道が固定点を通る周期軌道に落ち着くことはない．固定点が不安定であることは
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ストレンジアトラクタの引き伸ばしに対応し，写像が上に凸であることはストレンジアトラ

クタの折れ畳みに対応している．このようにニューロンのカオス応答は非常に簡単な写像に

従っている．

イソアワモチの食道環神経節には自発的に発火するペースメーカーニューロンも存在する．

このニューロンは，交流電流が加わっていなくても，膜電位を変化させると周期 1，周期 2，

周期 4，…と周期倍分岐してカオスに至り，更に周期 3へと分岐する17)．

以上で述べたニューロカオスの研究は脳のカオスに関する研究を刺激することになった．

1985年頃からヒトの脳波について非常に多くの研究がなされ，フラクタル次元の推定やサロ

ゲートアルゴリズムを用いた解析から脳波はランダムな現象ではないことが示唆されている．

しかし，脳波から脳のカオス活動の十分な証拠は得られていない．脳におけるカオスの明確

な証拠はラットの脳の海馬と新皮質第一次体性感覚野で得られている．海馬を用いた実験で

はラットの脳から切り出した脳切片が用いられた．苔状線維周期刺激に対する海馬 CA3領

野の不規則な電場電位応答（ニューロン集団の応答）からストレンジアトラクタが再構成さ

れ，上に凸な一次元写像が得られている18)．また，第一次体性感覚野を用いた実験では，麻

酔をかけたラットが用いられ，内側毛帯を周期刺激して第一次体性感覚野の表面から記録さ

れた不規則な電場電位応答からストレンジアトラクタ及び一次元写像が得られている 19)．

脳のカオス活動の役割についても議論されている．その一つに，動物が匂いをかいだとき

の嗅球の時空活動の観測から，脳のカオスは外界からの情報を受けてニューロン活動の空間

パターンを速やかに作るための不規則な背景活動を与えているという主張がある20)．また，

新皮質を模擬した神経回路モデルでカオス遍歴が起こることが示されている21)．脳の神経回

路には記憶に対応する不安定なアトラクタ（アトラクタ痕跡）がたくさん存在し，神経回路

の状態はこれらのアトラクタ痕跡をカオス的に遍歴すると考えられている．これらの議論は

脳の認識や記憶との関連でなされているが，まだ結論には至っていない．

2--2--3 機械振動系のカオス （執筆者：藪野浩司）［2009年 3 月受領］

機械振動系に発生するカオス現象の解析には，電気系などに対する解析手法が適用可能な場

合が多いが，非線形性の発生要因には機械系特有のものがある22)．そこで以下では機械系（特

に構造系）がもつ非線形特性の発生要因を示す．構造物が大きく変形するといわゆるフックの

法則が成立せず（ひずみと応力が比例せず），復元力が非線形性を示すようになる（このよう

な非線形性を材料非線形性と呼ぶ）．図 2・6(a)に示すような 2リンク系で x方向に運動を拘

束された物体 mは，ばねの復元力特性が線形であっても，その運動とばね力の作用する方向

が平行ではないため，変位に比例しない非線形な復元力をばねから受ける（このような非線形

性を幾何学的非線形性と呼ぶ）．機械構造物の基本要素である梁に関する幾何学的非線形性に

は以下の 2種類がある．図 2・6(b)に示すような単純支持梁は中立面の変形曲率の非線形性に

起因する幾何学的非線形性を示す典型的な例である．これに対し，図 2・6(c)に示すような両

端の支持位置で軸方向変位が拘束された場合は変形が大きくならず，中立面の曲率の非線形性

は無視できる一方，中立面が軸方向に伸ばされ横方向の復元力に幾何学的な非線形復元力が生

まれる．これらは，シェル，板，弦などの振動問題に共通して現れる幾何学的非線形特性であ

り23)，カオス振動の発生要因になるものである．レゾネータや原子間力顕微鏡（AFM）など基

本的な構造要素が梁や板とみなせるものが多い，MEMS（micro-electromechanical system）や
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NEMS（nano-electromechanical system）は，上記の非線形復元力に加えて，静電気力，ファ

ンデルワールス力などの非線形力を受ける．また，タッピングモード AFM の特性は，試料

と片持ち梁の衝突問題として解析される．衝突とともに接触力や摩擦力24)は機械系特有の自

励振動や非線形振動を引き起こすが，様々なモデル化法が提案されている22)．

(a) 2

y

x

x
m

x

o x

y

y

(b) 

(c) 

Coil spring

図 2・6 幾何学的非線形性

2--2--4 レーザ系のカオス （執筆者：内田淳史）［2009年 4 月受領］

レーザにおけるカオス現象の研究は，1975年に Hakenによりレーザの時間的ダイナミク

スを記述する Maxwell-Bloch方程式と，カオスモデルの代表例である Lorenzモデルとの等

価性が指摘されたことに端を発する25)．また 1979年には，非線形媒質と時間遅延効果によ

りカオス的不規則振動が得られることが池田らにより指摘され，池田カオスとして知られて

いる26)．更に非線形力学的観点から各種レーザにおけるクラス分けが行われ，系を支配する

物理変数の数とレーザとの関連が指摘されている27)．

応用上では光ディスクや光通信において，半導体レーザへの戻り光がレーザの不安定出力

変動を引き起こすことが大きな問題となっており，後に本現象がカオスであることが明らか

となった28)．応用上多く用いられる半導体レーザや固体レーザのダイナミクスは，電界振幅

と反転分布密度（またはキャリア密度）の二変数で記述される．したがって単体のレーザで

はカオスの発生は観測されないが，これに時間遅延した戻り光や外部変調などの外的因子を

加えることにより，システムは 3変数以上となりカオス発生の必要条件を満たすことになる．

半導体レーザや固体レーザには，電界振幅と反転分布密度との相互作用時間の逆数に相当す

る共振周波数が存在する．これは緩和発振周波数と呼ばれ，レーザの光子寿命，反転分布寿

命（キャリア寿命），励起強度により決定される．一般的に固体レーザでは kHz～MHz 29)，

半導体レーザでは GHz程度28)の緩和発振周波数を有している．この緩和発振周波数に近い

周波数成分が外部変調や時間遅延した戻り光などにより生成されると，緩和発振周波数と外

部周波数との非線形な相互作用が生じ，カオス的レーザ出力振動が発生する．この不安定化

の過程で観測される主な分岐現象は，準周期崩壊ルート（1周期→準周期→カオス）や周期

倍分岐（1周期→ 2周期→ 4周期→ 8周期→…→カオス）などである．
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半導体レーザでは，レーザの出射端面付近に外部鏡を設置してレーザ光を反射させ，レー

ザ自身へ時間遅延した光を戻すことにより，カオス的出力変動が発生する（図 2・7参照）．戻

り光を付加すると，戻り光の遅延時間の逆数に対応する周波数の共振モード（外部共振周波

数）が出現する．例えば往復 30 cmの光伝搬距離だと 1 nsの光伝搬遅延時間となり，1 GHz

の外部共振周波数となる．この外部共振周波数が半導体レーザの緩和発振周波数と同程度の

場合，レーザ発振モードの不安定化が生ずる．このダイナミクスは，時間遅延した戻り光を

有する半導体レーザを記述する Lang-Kobayashi方程式により再現可能であり，決定論的カ

オスであることが知られている28)．半導体レーザの緩和発振周波数は GHzと非常に高いた

め，レーザカオスの不規則振動の中心周波数も GHzとなり，ほかのカオス系に比べて高速で

ある点がレーザカオスの大きな特徴である．

レーザカオスの高速性を活かした応用が近年提案されている．レーザカオス同期を用いた

光秘匿通信がその一例である．これは，カオス的出力変動するレーザ光にメッセージ信号を加

えて送信し，受信側では受信信号からカオス同期により生成した元のカオス信号を差し引く

ことで，メッセージ信号を再現するという手法である30)．ヨーロッパでは国際プロジェクト

の成果として，敷設された全長 120 kmの光ファイバネットワーク上にて，2.4 Gb/s（Gigabit

per second）の伝送速度での光カオス通信実験に成功している31)．更に，半導体レーザカオ

スの高速性を利用した物理乱数生成器への応用が提案されている32)．従来の物理乱数生成器

における生成速度は数百 Mb/s程度が限界であったが，レーザカオスを用いることにより，1

Gb/s以上の生成速度での物理乱数生成に成功している．1.7 Gb/sの生成速度を有し，かつ十

分なランダム性を有する物理乱数の実時間生成実験が報告されている32)．

以上のように，レーザカオスは光特有の物理的特徴（高速性，伝搬特性等）を有している

ため，レーザカオスの特徴を活かした新規性あふれる工学応用分野の創出が非常に期待され

る研究分野である．
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図 2・7 (a)時間遅延した戻り光を有する半導体レーザと，(b)レーザ出力強度の時間波形（ナノ秒単位）
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■1群 -- 11編 -- 2章

2--3 カオス時系列解析
（執筆者：平田祥人・池口　徹）［2011年 1 月受領］

2--3--1 埋め込み定理

（1）タケンスの定理

埋め込み定理は，非線形時系列解析の基礎となる定理である．

m次元の多様体上の状態 x ∈ M があるとする．そこに，写像 f : M → M が与えられてい

て，x(t + 1) = f (x(t)) とする．しかし，このとき，x(t) の状態全体が観測できるわけではな

く，たかだか一次元の量が観測できる，つまり，ϕ : M → Rがあり，s(t) = ϕ(x(t))が得られ

るだけであるという状況を考える．このとき，{s(t)} から x(t) が再構成できるかどうかとい

うのが，埋め込み定理の考えている問題設定である．多くの ϕ について，{s(t)} から x(t) が

再構成できるというのが，タケンス（Takens）の定理 1)の趣旨である（図 2・8参照）．

図 2・8 遅れ座標を使った埋め込みの例：レスラーアトラクタ

数学的に定理を述べる．タケンスの定理の記述は，論文 2)によることにする．

遅れ座標を

Φd(x) = (ϕ(x), ϕ( f (x)), · · · , ϕ( f (d−1)(x))) (2・3)

とする．この遅れ座標が，xの再構成となるものである．

再構成の概念を数学的に述べたのが，埋め込みである．コンパクトな Cr 級の多様体 M と

N が与えられているとする．このとき，Ψ : M → N が埋め込みであるとは，Ψが 1対 1で

あり，Ψの微分も対応する空間上で 1対 1となることである．

タケンスの定理を数学的に述べる準備ができた．M 上の Cr 級の微分同窓写像の集合を

Dr (M)とする．同じく Cr 級の観測関数 ϕの集合を Cr (M,R)とする．

タケンスの定理: m次元のコンパクトな多様体Mがあるとする．もしも d ≥ 2m+1

であるならば，Φd(x)が埋め込みとなるような集合は，r ≥ 1のDr (M)×Cr (M,R)

の中で開集合でかつ，稠密である．

埋め込み定理で注意が必要なのは，ある特定の ϕについては，埋め込みが成立しないこと

があることである．
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タケンスはこの他微分を用いた埋め込みに関しても提案している 1)．

タケンスの定理をボックスカウンティング次元に拡張したサウエル（Sauer）の定理 3)も

ある．

（2）タケンスの定理の拡張

タケンスの定理は，外力が加わる系に対して拡張されている 2)．また，ダイナミカルノイズ

の入った系に関する埋め込み定理 4)やランダムな確率過程に従う系に関する埋め込み定理 5)，

パラメータの同定に関する定理 6)が提案されている．これらの定理は，今後ニューロサイエ

ンス，遺伝子ネットワーク，複雑ネットワークなどの応用上で重要な道具となっていくであ

ろうと思われる．

2--3--2 リアプノフ指数

（1）カオスと軌道不安定性

カオス力学系の重要な特徴の一つが，初期値鋭敏依存性（sensitive dependence on initial

conditions）である．カオス力学系に，ある初期値を与えた場合の解軌道を考える．次に，そ

の初期値に微少な誤差を加えた第 2の初期値を与えた場合の解軌道を考える．カオス力学系

の初期値鋭敏依存性とは，二つの異なる初期値から始まる解はある一定の距離以上離れる時

間が必ず存在するというものである．

初期値鋭敏依存性を定量化するためには，リアプノフ指数（Lyapunov exponents）と呼ば

れる指標を用いる．初期時刻における誤差を ε0とする．時刻 t 後には，この誤差は ε0eλt に

伸びる．この λ がリアプノフ指数である．λ < 0の場合は実際には縮むことになる．リアプ

ノフ指数を用いると，予測の限界を定量的に表すこともできる．

（2）一次元力学系のリアプノフ指数

一次元離散時間力学系 x(t + 1) = f (x(t))のリアプノフ指数 λは，以下により定義される．

λ = lim
N→∞

1
N

N∑

t=1

log | f ′(x(t))| (2・4)

ただし，x(t)は時刻 t における力学系の状態値を表している．

式 (2・4)を用いて，ロジスティック写像（x(t + 1) = ax(t)(1− x(t))）のリアプノフ指数を計

算した結果が，図 2・9(a)である．図 2・9(a)では，横軸にロジスティック写像のパラメータ a

をとっている．図 2・9(a)の上図は分岐図であるが，カオス応答を示す領域において，λ > 0

となることが分かる．

（3）多次元力学系のリアプノフ指数

多次元の力学系に対しては，リアプノフ指数の組（リアプノフスペクトラム）を求めること

になる．k次元力学系のリアプノフスペクトラムは，k個のリアプノフ指数 λi(i = 1,2, . . . ,k)

からなり，以下により定義される．

λi = lim
N→∞

1
N

logσi(N) (2・5)

ただし，σi(N)は行列




N∏

t=0

J t


† 

N∏

t=0

J t




1/2N

の固有値であり，J t は，k次元力学系 F の時
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刻 tにおけるヤコビ行列である．実際に数値計算する場合は,式 (2・5)の定義は用いずに，各

イタレーションごとに正規直交化する手法（QR分解など）を用いるとよい7)．

この手法を用いて，レスラー方程式のリアプノフスペクトラムを計算し，最大リアプノフ

指数 λ1を計算した結果が，図 2・9(b)である．横軸はレスラー方程式のパラメータ cである．

図 2・9(a)の場合と同様に，カオス応答を示す領域において，λ1 > 0となることが分かる．
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図 2・9 カオス力学系のパラメータを変えた場合の分岐図（上図）とリアプノフ指数（下図）の結果　

(a)ロジスティック写像，(b)レスラー方程式

2--3--3 相関次元

（1）カオスアトラクタのフラクタル性

カオス力学系の重要な特徴の一つが，アトラクタのフラクタル性である．カオスアトラク

タを対象とした場合，相関次元（correlation dimension）と呼ばれる指標がしばしば用いら

れる．相関次元を推定するためにいくつかの手法が提案されているが，この中でも相関積分

（correlation integral）8)による手法がよく用いられる．

（2）相関積分

カオス力学系のアトラクタ（あるいは，タケンス埋め込みなどで再構成されたアトラクタ）

上の点を v(i) ∈ Rmとすると，相関積分は次のように定義される．

Cm(r) = lim
N→∞

1
N2

N∑

i, j=1
i, j

I (r − |v(i) − v( j)|) (2・6)

ただし，I (t)はステップ関数である．

（3）相関次元

式 (2・6)により計算された相関積分が，Cm(r) ∝ rν のようにスケーリングされるとき，ケー

リング指数 νを相関次元（correlation dimension）という．また，実験データを対象とする場

合，真の次元値は未知である．そこで，埋め込み次元mを大きくしながら相関積分を計算し，

νが収束していく値を相関次元とする．

図 2・10(a)は，カオス的振る舞いを示すパラメータ値を用いた場合のローレンツ方程式に対

する相関積分の計算結果である．図 2・10(b)は，ランダムな振る舞いを示すコバルト γ線放

射時間間隔データに対する結果である．ローレンツ方程式は 3変数の常微分方程式で記述さ
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れる．そのため，図 2・10(a)では，この三次元の状態空間を用いた場合にデータ数を N = 128

から N = 32,768点までとした場合の結果を示している．一方，コバルトデータの場合は，

データ数 N = 21, 437の 1変数の時系列信号であるので，埋め込み次元をm = 2からm = 10

まで変化させた場合の結果を示している．これらの結果を見ると，ローレンツ方程式の場合

は，データ長の増加に伴い，相関積分の結果に対して求めた局所的な傾きは 2 ∼ 2.5程度の

値に収束していることが分かる．一方，コバルトデータの場合，埋め込み次元 mの増加に伴

い，傾きの値も増加している．
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図 2・10 (a)ローレンツ方程式と (b)コバルト γ線放射時間間隔データに対する相関積分の計算結果（上

図）と局所的な傾きの推定結果（下図）

2--3--4 非線形予測

（1）カオスと予測

カオス的な系は，決定論性があるため，将来の状態が過去の状態から完全に決まる．この

意味において，カオス的な系では，短期予測ができる．

しかし，初期値鋭敏性により微小な誤差が拡大することと初期値の推定に誤差があること

のため，長期予測はできない．そのため，カオス的な系において，予測として問題にできる

のは，短期予測と中期予測である．

（2）短期予測

短期予測の手法としては，主に 2種類の戦略がある 9)．一つは局所モデル（local model），

もう一つは大域モデル（global model）である．

局所モデルとは，局所的に構築されたモデルである．最も単純な局所モデルを用いた予測
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は，局所定数予測である．時系列 x(t)が与えられているとする．この x(t)を遅れ座標を使っ

て適切に埋め込んで y(t) = (x(t), x(t − τ), · · · , x(t − (d− 1)τ))を得るものとする．今，現在の

時刻を t とする．局所定数モデルを求めるためには，まず，過去の系列から状態の近い点を

見つけてくる．数式で書くと，

N(t) = {s = 1,2, · · · , t − 1| ‖y(t) − y(s)‖ ≤ ε}. (2・7)

ここで，ε は近傍の大きさとする．そして，時刻 t + 1の局所定数予測 x̂(t + 1)は，状態の近

い点 N(t)の次の点の平均で与えられる．つまり，

x̂(t + 1) =
1
|N(t)|

∑ ∑

s∈N(t)

x(s+ 1). (2・8)

局所定数予測を若干改良したのが，局所線形モデルである．局所線形モデルは，各近傍 N(t)

において，線形モデル

x̂(t + 1) =
∑

i

ai x(t − i) (2・9)

をフィッティングすることで求まる．フィッティングは，最小 2乗法などを使うことで求め

ることができる．

局所線形モデルを更に発展させて局所非線形モデルを考えることも可能である．

局所モデルに対するのは，大域モデルである．大域モデルは，汎用性の高いモデルのパラ

メータをフィッティングすることにより得られる．

大域モデルの代表的例に，多項式モデル，動径基底関数，ニューラルネットワークがある．

多項式モデルは，実際の系の有限次数までのテーラー展開と考えることができる．

動径基底関数（radial basis functions）は，一般に

x̂(t + 1) =
∑

i

aiΦ(‖y(t) − ci‖) (2・10)

で与えられる．ここで，Φ は一般的には 0で最大値をとる山型の関数を選ぶ．ci は中心で

ある．

ニューラルネットワークは，シグモイド関数を使って，

x̂(t + 1) =
∑

i

ai

1 + exp(biy(t) − ci)
(2・11)

と定義される．

大域モデルのフィッティングに関しては，情報量基準 10)やクロスヴァリデーション（cross

validation）などを使って，基底関数の数を調整することにより，オーバーフィッティングを

防いでモデルの汎化能力を維持する必要がある．

局所モデルは，データの点の数が多く，ノイズが少ないときに有効である．また，モデルに

寄らないという利点と実装が楽であるという利点がある．しかし，計算に時間がかかるとい
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う問題がある．それに，対して，大域モデルは，分岐解析などにも使える 11, 12)というメリッ

トがある．しかし，対象とする系が連続である必要がある．

（3）中期予測

中期予測には，大きく分けて 2種類の戦略がある．一つは直接予測，もう一つは再帰予測

である．

直接予測とは，短期予測の手法の予測ステップだけを変更しそのまま用いる手法である．短期

予測では，一般的に x(t+1) = φ(y(t))となる関数をつくった．直接予測では，x(t+ p) = φp(y(t))

となる関数 φp をつくる．

それに対して，再帰予測では，短期予測のモデルを繰り返し用いることで，中期予測を得る．

一般に，良い短期予測モデルが手元にあるときには，再帰予測の方が有効であるようである．

中期予測を更に向上される方法として，サイファイ（ξφ）法 13)がある．この手法では，ま

ず，再帰予測を使って，qステップ先（1 ≤ q ≤ Q）の予測を仮につくる．このときの qス

テップ先の予測を φq(y(t))とする．z(t) = (φ1(y(t)), φ2(y(t)), · · · , φQ(y(t)))とする．次に，z(t)

から x(t + p)を推定する関数をフィッティングする．つまり，x(t + p) = ξ(z(t))となる関数 ξ

を作成する．この関数 ξ より，再帰予測の各ステップで蓄積するモデル誤差を補正し，予測

を改善することができる．

2--3--5 リカレンスプロット

（1）定　義

リカレンスプロット（recurrence plots）14, 15)は，元々時系列を視覚化するための 2次元平面

図である．縦軸横軸ともに時間軸である．二つの対応する時間の状態が近ければ平面図の対応

する場所に点を打ち，近くなければ点を打たない．エックマンら 14)によって最初に提案された

ときには，k個の近傍点を使ってリカレンスプロットが定義されていた．しかし，現在の一般

的な定義は，しきい値 ε を使った以下の定義である：d次元時系列を x(t) ∈ Rd(t = 1,2, · · · ,T)

とする．Θ(y)をヘビサイド関数，つまり，y > 0のとき Θ(y) = 1，y ≤ 0のとき Θ(y) = 0と定

義する．このとき，リカレンス行列 Ri, j(ε)は，Ri, j(ε) = Θ(ε − ‖x(i) − x( j)‖)と定義される．対
応するリカレンスプロットでは，Ri, j(ε) = 1のとき (i, j) に点を打ち，Ri, j(ε) = 0のとき (i, j)

に点を打たない．ノルム ‖ · ‖としては，L1ノルム (‖z‖1 =
∑

i |zi |)，L2ノルム (‖z‖2 =

√∑
i z2

i )，

L∞ ノルム (‖z‖∞ = maxi |zi |)などがよく用いられる．
距離が定義できればリカレンスプロットを作成することができるので，点過程データに対

してもリカレンスプロットが定義されている 16)．

（2）点のパターン

リカレンスプロットの例を図 2・11に示す．

リカレンスプロットの中央には，左下から右上に向かって，1本の線が現れる．これは，同

じ時間では，状態が同じであるため，距離が 0になるからである．この線は，英語では，Line

of Identity（LOI）と呼ばれている．LOI を挟んで，リカレンスプロットは，線対称になる．

時系列が定常なとき，リカレンスプロット上で点は一様に広がる．非定常なとき，点の分

布に偏りができる．

正弦波やロジスティック写像などの決定論的な系から生成された時系列のリカレンスプロッ
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トには，LOI 以外に LOI と平行な線分が多く現れる．決定論的な時系列では，二つの異なる

時刻の点がいったん近傍に入ると，その後の変化をそれぞれ時間軸に沿って見ていくと，し

ばらく近傍に留まり続ける．そのため，決定論的な時系列から求めたリカレンスプロットに

は，LOI に平行な斜めの線が現れやすい．時系列がガウスノイズなど確率過程に従い，前後

の時間に関係がない場合，そのリカレンスプロットにはこのような線分は（埋め込み次元と

サンプリング間隔を適切に選んでいれば）現れにくい．

リカレンスプロットに現れる線分は，大きく分けるとほかにもう 2種類ある．一つは，左

上から右下の方向に伸びる斜め線分である．この線分は，二つの対応する時間の区間で，一

方の区間の時間を逆向きにしたとき，もう一方と似た変化になっている場合に現れる．

もう一つの線分は，縦横に伸びる線分である．この線分は，層流（laminar）状になってい

るときに現れる．

図 2・11 リカレンスプロットの例．(a)(b)(c)元の時系列と (d)(e)(f)対応するリカレンスプロット．(a)(d)

はガウスノイズ，(b)(e)は正弦波，(c)(f) はロジスティック写像．10%の組の点が打たれるように，しきい

値を調整した

（3）定量化

1990年代前半から点のパターンを定量化する研究が精力的に行われている．

よく使われる定量化の指標は，DET 15)である．DETは，打たれている点のうち，LOI と

平行な線分をなす点の割合である．LOI に平行な斜めの線は，決定論的な時系列の場合に典

型的に現れることから，DETは決定論性の指標として用いられる．また，LOI に平行な線分

の長さの最大値は，軌道の誤差の指数的な拡大と関係しているといわれている 15)．

縦横に伸びる線分の定量化も進んでいる 17)．

また，リカレンスプロットから相関次元，相関エントロピーが求められることが知られて

いる 18, 19)．この事実から，リカレンスプロットには，元の時系列に関する多くの情報量が含

まれていることが分かる．実際に，リカレンスプロットから元の時系列の概形を復元するこ
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とができる 20, 21, 22)．また，二つの時系列のリカレンスプロットが同じとき，それらの背後の

ダイナミクスが等価であることが証明されている 23)．

（4）外力の再構成

リカレンスプロットは，時間的な変化の遅い外力の再構成にも応用されている 24, 22, 25)．基

本的な戦略は，以下の要領である．まず，十分大きな埋め込み次元を用いてリカレンスプロッ

トを求めると，外力のリカレンスプロットとよく似たリカレンスプロットが得られる．この

リカレンスプロットから時系列を復元することで外力の時系列が再構成できる．

（5）多次元データへの拡張

リカレンスプロットは，2通りの方法で多次元の時系列データの解析のために拡張されて

いる．一つは，クロスリカレンスプロット（cross recurrence plots） 26, 27)である．クロスリ

カレンスプロットは，二つの時系列 x(t), y(t) ∈ Rd が与えられているとき，クロスリカレンス

行列 Ci, j(ε) = Θ(ε − ‖x(i) − y( j)‖) によって与えられる．x(i) と y( j) で似た変化が起きている

ところで，左下から右上に向けた斜めの線分が現れる．

もう一つの拡張は，ジョイントリカレンスプロット（joint recurrence plots）28)である．ジョ

イントリカレンス行列 Ji, j(ε1, ε2)は，二つの時系列のリカレンス行列 R1
i, j(ε1)と R2

i, j(ε2)から，

Ji, j(ε1, ε2) = R1
i, j(ε1)R2

i, j(ε2) と定義される．二つの時系列が同期しているとき，ジョイントリ

カレンスプロットの点の打たれる割合（リカレンスレート）が高くなる．

リカレンスプロットを使ったネットワークトポロジーの同定法が提案されている 29, 30, 31)．

2--3--6 決定論性の解析

時系列の将来が過去の系列から完全に予測できるとき，時系列は決定論的であるという 32)．

決定論性の解析は，時系列の将来が過去の系列に依存するかどうかを示すことを目的にして

いる．

決定論性の解析は大きく分けて 3種類の方法がある．

（1）非線形予測誤差を使う方法

最も古く提案された方法は，非線形モデルを用いたときの予測誤差を使う方法である 33)．

決定論的カオスから生成された時系列の場合，予測ステップを大きくしていったときに予測

誤差は大きくなっていく．確率的なノイズの場合には，予測ステップを大きくしていっても

予測誤差に変化はない．

（2）ダイナミクスの連続性を使う方法

決定論性の方法として提案されている多くの方法は，ダイナミクスの連続性を使う．典型

的な例として，ここでは，ウェイランド統計 34)についてまとめる．

今，一次元時系列 {st}Nt=1 が与えられているとする．それを遅れ τ，埋め込み次元 dを使っ

て埋め込み，xt = (st, st−τ, · · · , st−(d−1)τ)(t = (d − 1)τ+ 1, · · · ,N)を得る．

(d− 1)τ+ 1と N− 1の間から l 個の整数を選び，集合 T をつくる．それぞれの t ∈ T につ

いて，xt の k個の最近傍点を選び，小さな順に並べ，i 番目の近傍点のインデックスを ni(t)

とする．

それぞれの xni (t) とその m個先の点 xni (t)+mとの差をとり，vi(t) = xni (t)+m − xni (t) と定義す

る．この vi(t)を推移ベクトル（translation vector）と呼ぶ．推移ベクトルは mステップの間

の変化量を表す．推移ベクトルの i に関する平均を求めて vとする：
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v(t) =
1

k + 1

k∑

i=0

vi(t)． (2・12)

推移誤差 e(t)は，

e(t) =
1

k + 1

k∑

i=0

‖vi(t) − v(t)‖2
‖v(t)‖2 (2・13)

である．この e(t)は，x(t)の近傍の点が mステップの間にどのくらいバラバラに広がるかを

示す指標である．e(t) は，vi(t) が揃っているほど，0に近い小さな値を持つ．ウェイランド

統計は，e(t)の T に関する中央値として得られる．

ウェイランド統計を用いると，決定論性の強い時系列に対しては 0に近い値が得られ，決

定論性のない時系列では 1に近い大きな値が得られる．

ウェイランド統計を大きな観測ノイズを含んだ時系列や高次元のシステムから生成された

時系列に適用する場合，ランダムシャッフルサロゲート（サロゲートデータ法の項参照）か

ら求めたウェイランド統計よりも大きくなることがある 35)．そのため，値が大きめに出たと

きは，結果の解釈には若干注意を要する．

（3）リカレンスプロットを用いる方法

リカレンスプロットを使った決定論性の解析が二つ提案されている．一つはリカレンスプ

ロットの項目で挙げた DET 15)，もう一つは同方向性リカレンスプロットを用いた R 36)であ

る．ここでは，Rについて解説する．

同方向性リカレンスプロットとは，時系列 x(i) の差分 x(i + 1)− x(i) を用いて求めたリカ

レンスプロットである．同方向的近傍プロットは，リカレンスプロットと同方向性リカレン

スプロットのジョイントリカレンスプロットとして定義される．Rは，（同方向的近傍プロッ

トの点の割合）/（リカレンスプロットの点の割合）として定義される．この Rもウェイラン

ド統計と同様に近傍の点の変化の方向がどのくらい揃っているかを示す指標と考えられる．

Rを用いると，ウェイランド統計と同様に決定論性の評価が行える．

（4）決定論性解析上の注意

決定論性の解析で求めた値そのものを使って決定論性を議論するのは，危険である．解析

の方法のパラメータの選び方や解析するデータによって，様々な値が出てくる可能性がある

からである．そのため，サロゲートデータ法と併用して，結果を議論する必要がある．

2--3--7 サロゲートデータ法

（1）仮説検定

サロゲートデータ（surrogate data）法は，仮説検定の設計法である．仮説検定とは，仮説が

正しいかどうか統計的に調べる手法である．サロゲートデータ法の特徴は，仮説に従うデー

タ（サロゲートデータ）を大量に生成することで仮説検定を設計するところにある．大量の

データを生成するという点で，サロゲートデータは統計科学におけるモンテカルロ法の一種

とみなせる．

サロゲートデータというと，非線形科学の分野で使われる手法を想起させることが多いよう

であるが，サロゲート（surrogates）という言葉自身は，ニューロサイエンスの分野でも（仮
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説こそ違うが）同じ意味で使われている（例えば，池谷ら 37)）．

サロゲートデータ法は，一般に以下の手順で検定を行う：(i) まず，帰無仮説と棄却水準

α を決める．(ii) 次に，元のデータから帰無仮説に従うサロゲートデータを片側検定の場合

(1/α− 1)個，両側検定の場合 (2/α− 1)個生成する．(iii) 元のデータとサロゲートデータに

ついて，ある検定統計量を計算する．(iv) 元のデータから求めた検定統計量が，サロゲート

データから求めた検定統計量の最大値と最小値によって指定される範囲から外れていれば，

帰無仮説は棄却される．外れていなければ，棄却されない．

（2）各種のサロゲートデータ

過去の研究の積み重ねにより，今までに様々なサロゲートデータが，提案されてきた．こ

こでは，用途ごとにサロゲートデータ法をまとめる．

（a）系列依存性

系列依存性とは，将来の系列が過去の系列に依存することである．将来の系列が過去の系

列に全く依存しないとき，決定論的な数理モデルを用いても有益な情報は得られない．

系列依存性は，ランダムシャッフルサロゲート（random shuffle surrogates）38)を用いるこ

とで調べられる．ランダムシャッフルサロゲートは，時系列の時間順序をランダムに入れ替

えることで作成できる．このときの帰無仮説は，「時系列に系列依存性はない」である．

（b）非線形性

非線形性は，時系列がカオスかどうかを調べる際に最もよく調べられている性質である．

線形性は，時系列のパワースペクトルによって特徴づけられる．よって，非線形性を検定す

るためのサロゲートデータは，基本的にはパワースペクトルを保存して位相をランダム化す

ることで作成できる 39, 40)．

非線形性の検定のためのサロゲートデータ法に関しては，シュレイバーとシュミット 41)や

池口ら 42)の説明が詳しいので，より詳しく調べたい読者は，参考にしてほしい．

また，非線形性検定のためのサロゲートデータ法は，多次元データにも拡張されている 43, 41)．

（c）周期性を越えた決定論性

周期性の強い時系列が与えられたとき，周期性以上に強い決定論性があるかどうかが，関心

の的になる．このような場合に関しても，いくつかのサロゲートデータ法が用意されている．

スモールら 44, 45)の手法では，帰無仮説は，「時系列は，擬周期性以上の決定論性を持たな

い」である．サロゲートデータは，以下のようにしてつくられる：(i) まず，時系列を適切に埋

め込む．埋め込んだ時系列を y(t)と書くことにする．(ii) 次に，最初の点 s(1)を埋め込んだ

時系列から一つ選ぶ．これを現在の点と呼ぶことにする．(iii) 次の計算を時系列の長さが元

の時系列の長さと等しくなるまで繰り返す：現在の点を s(i) とする．exp(−‖y(t)− s(i)‖/ρ)に
比例する分布に従って，埋め込んだ時系列の中から 1点 y(t)を選び，その点の次の点 y(t+ 1)

を次の現在の点 s(i + 1)とする．

ルオら 46)の手法では，周期的な時系列は，時間をずらして足し合わせても周期的になるこ

とを利用してサロゲートデータをつくる．

（d）同期性

二つの時系列が同期しているかどうかを検定するためのサロゲートデータ，ツインサロゲー

ト（twin surrogates）が提案されている 47)．ツインサロゲートは，リカレンスプロットを用

いて生成される．リカレンスプロットには，ツインと呼ばれる，点のパターンが全く同じ列
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が存在する．ツインサロゲートを生成するときには，まず，最初の時間インデックス i(1)を

決める．そして，次の操作を繰り返す：現在の時間インデックス i( j)にツインが存在してい

なければ，次の時間インデックス i( j) + 1を次の点 i( j + 1)とする．もし，ツインが存在して

いれば，現在の時間インデックスかツインの時間インデックスをランダムに選び，選ばれた

時間インデックス kの次の時間インデックス k + 1を次の点 i( j + 1)にする．論文 47)には，

このアルゴリズムを使うと，「ダイナミクスが同じで初期値だけが違うサロゲートデータ」を

生成することができると説明されている．

同期を示すために，ツインサロゲートは以下のように使用できる：(i) まず，二つの時系

列 xと yのうち一つの時系列 xを十分大きな埋め込み次元を用いて埋め込み，リカレンスプ

ロットを求める．(ii) リカレンスプロットから，ツインサロゲート ti(i = 1,2, · · · ,2/α− 1)を

(2/α− 1)個作成する．(iii) xと yに関する同期の指標 S(x, y)を求める．(iv) ti と yに関する

同期の指標 S(ti , y)を求める．(v) S(x, y)が S(ti , y)の最大値と最小値の範囲から外れていれ

ば，帰無仮説である「同期はない」が棄却される．

（e）トレンドがある場合

仮説検定は，仮説の条件のうちのどこが間違っていても棄却される可能性がある．そのた

め，結果の解釈は慎重に行う必要がある．例えば，多くのサロゲートデータ法では，元のデー

タの定常性を仮定している．この仮定が満たされているかどうかは，ケンネル 48)の方法など

を使って確かめる必要がある．

非定常な場合でも，トレンドがあるだけの場合に関しては，系列相関 49, 50)と非線形性 51)

を調べるためのサロゲートデータ法が提案されている．

（f）より一般の性質のサロゲートデータ生成法

より一般の帰無仮説に従うサロゲートデータの生成方法が，シュレイバー 52)によって提案

された．より一般の帰無仮説に従うサロゲートデータを生成するには，まず帰無仮説が正し

いときに小さな値になるコスト関数を決める．続いて，時系列の順序をランダムに入れ替え

る．そして，シミュレーティッドアニーリングを用いて，時系列の順序を少しずつ入れ替え

ながら，コスト関数を小さくしていく．この手法を用いて，時系列の間隔が一定でないとき

の非線形性検定のためのサロゲートデータ 53)や神経活動のコーディング仮説を検定するサロ

ゲートデータ 54)が提案された．

（3）検定統計量の選び方

検定統計量の選び方は，重要である．検定統計量によって，検定の棄却力が決まる．系列

依存性や非線形性の検定には，相関次元やウェイランド統計，予測誤差，高次統計量等がよ

く用いられる．

検定統計量が帰無仮説に含まれるすべての過程で等しいとき，検定統計量はピボッタル

（pivotal）と呼ばれる 55)．サロゲートデータが典型的な実現としてつくられる場合，つまり，

元の時系列からモデルのパラメータを推定しそのパラメータを使ったシミュレーションによっ

てサロゲートデータを生成する場合，検定統計量がピボッタルである必要がある．検定統計

量がピボッタルでない場合には，棄却力が落ちる．しかし，サロゲートデータがある量を保

存してつくられるときは，検定統計量はピボッタルである必要はない 55)．系列依存性や非線

形性検定のためのサロゲートデータ法の多くは，特徴量を保存してつくられているために，

検定統計量がピボッタルである必要はない．
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2--4 カオスの工学的応用

2--4--1 カオス同期 （執筆者：徳田　功）［2009年 4 月受領］

二つのカオス力学系がなんらかのかたちで相互結合したモデルについて考える．個々の力

学系を部分系と呼び，それぞれの力学変数を X1(t), X2(t)と表記することにする．このとき，

部分系の間に働く作用が互いにどのような影響を及ぼしあうか，特に，部分系どうしが引込

みによって同期現象を起こすかは，興味深い力学問題の一つである．また，カオス同期は秘

話通信などの工学技術へも活用されており，応用性も高い1)．カオス力学系における同期現

象は大きく分けると四つのタイプ，すなわち，(1)完全同期2, 3), (2)一般化同期4, 5), (3)位相

同期6), (4)遅延同期7) に分類することができる．本節では，完全同期及び位相同期について

取り上げ，以下，順を追って紹介してゆくことにする．
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図 2・12 結合レスラーモデル (2・14)に対するリサージュ図 (横軸：x1(t)，縦軸：x2(t))．(A) C = 0.05, (B)

C = 0.2.

カオス同期の最も基本である完全同期は，二つの等価な部分系の間において，X1(t) = X2(t)

の関係が生ずる現象を指す．二つのレスラー方程式の結合した以下のモデルを用いて，カオ

スの完全同期の具体例を示す．

dx1,2

dt
= −ω1,2 y1,2 − z1,2 + C(x2,1 − x1,2),

dy1,2

dt
= −ω1,2 x1,2 + 0.165y1,2, (2・14)

dz1,2

dt
= 0.2+ z1,2 (x1,2 − 10).

ここで，X1 = (x1, y1, z1) 及び X2 = (x2, y2, z2) は二つの部分系の各々の力学変数の組，C は

結合係数，ω1,2 = 0.97±∆ωは各部分系の振動周波数を表す係数で，∆ωは二つの周波数の間
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のデチューニングを表す．完全同期は等価な部分系どうしで起こるため，デチューニングを

零（∆ω = 0）とする．横軸に x1(t)，縦軸に x2(t)をプロットしてリサージュ図を描くと，二

つの部分系の間に同期が起こっているかを判別できる．図 2・12(A)に示すように，結合強度

が C = 0.05のとき，軌道は対角線（x1(t) = x2(t)）から逸脱し，これは同期が起こっていな

いことを表している．一方，図 2・12(B)で結合強度が C = 0.2のときは，軌道は対角線上に

乗り，これは完全同期を示している．同期状態においても，各部分系のカオス的性質は保た

れているため，軌道点は対角線上に連続的に稠密に分布する．

カオスの完全同期は，結合系のダイナミクスが，同期多様体と呼ばれる部分空間（x1(t) = x2(t),

y1(t) = y2(t), z1(t) = z2(t)）に拘束された状態と考えることができる．このとき，完全同期の

局所安定性は，部分空間に拘束されたカオスダイナミクスの補空間方向への安定性で決まる．

補空間方向への摂動に対する偏差軌道の時間拡大率を測る横断リアプノフ指数（あるいは，

横断拡大率，安定性パラメータとも呼ばれる）を計算し，すべての指数が負であることが同

期の条件となる．ただし，同期多様体上のカオスの有する正のリアプノフ指数はそのまま正

の値に保たれる．

完全同期はカオス振動子における同期現象の基本であるが，二つの部分系が等価であると

いう枠組みは実システムに対してはやや厳しい仮定であり，非一様性の存在する自然現象を

扱うにはあまり適さない．これに対して、カオスの位相同期6)は，部分系どうしの性質が互

いに異なる場合にも見られる同期現象である．位相同期を定義するためには，まず，カオス

力学系に位相の概念を導入する必要がある．位相を簡単に定義できるリミットサイクル振動

子と違い，カオス力学系に対して一意に位相を定める方法は，これまでのところ存在しない．

ただし，一意性にとらわれなければ，経験的にカオス力学系に位相を導入することは可能で

ある．例えば，d次元の時間連続な力学系が存在し，カオスダイナミクスを生成しているとす

る．このような力学系をある二次元平面 (x, y)へ射影したとき，ダイナミクスが二次元平面上

で，原点 (0, 0)を中心に回転するような理想的な状況を考える（図 2・13(A)参照）．このとき，

平面 (x, y)上の原点を中心とする回転角を利用して，位相を φ(t) = arctan(yx )と定義すること

ができる（これ以外に，ヒルベルト変換を用いて位相を定義する方法などもある6)）．このよ

うにカオスの位相を定義したとき，二つの部分系の位相同期条件は，|nφ1(t)−mφ2(t)| < const

と与えられる．ただし，φ1, φ2は二つの部分系の位相，n,mは自然数，constは定数とする.

式 (2・14)の結合レスラー方程式を用いて，位相同期の例を見てみる．ここでは，二つのレ

スラー振動子の周波数の間にデチューニングが存在する場合を考え，∆ω = 0.02と設定する．

まず，単一のレスラー方程式は原点 (0, 0)を中心に (x, y)平面を反時計回りに回転する性質を

もつことに着目して，位相 φ(t)を定義する．このとき，位相同期条件は二つの部分系の n対

mの位相差 ∆φ(n,m)(t) = nφ1(t)−mφ2(t)を計算することにより判定できる．簡単のため，1対

1の位相同期に着目し，位相差 ∆φ(1,1)の 1対 1のインデックスは省略することにする．結合

係数を C = 0.03, 0.035,及び 0.04の 3通りの値に設定して，位相差 ∆φ(t)の時間変化を計算

した結果を図 2・13(B)に示す. 結合係数が小さい場合（C = 0.03），位相差は時間発展と共に

拡大してゆくことが見てとれる.これは位相同期の条件を満たさない．これに対して，結合係

数が大きくなると，長時間にわたって位相差は一定値を保つようになり（C = 0.035），間欠

的に位相が 2π変化する位相スリップが生ずるようになる．C = 0.04では，位相差が 0の周

辺で揺らぎ，それ以上は成長しなくなり，これは 1対 1の位相同期が起こったことを示して
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図 2・13 (A) 単一のレスラー方程式から生成されるカオスの (x, y) 座標への射影．原点を中心とする回

転角 φ を用いることにより，位相を定義する．(B)結合レスラー方程式 (2・14)の二つの部分系の位相差

∆φ(t) = φ1(t) − φ2(t)の時間変化. 結合係数はC = 0.03,0.035,及び 0.04に設定．

いる．位相同期におけるリヤプノフ指数の特徴は，二つの部分系のカオス的振幅が独立に保

たれるため，正のリヤプノフ指数が二組存在する点である．また，結合のない状態では二組

存在していた 0リヤプノフ指数（位相の時間発展に対応）が，位相同期への遷移に伴い，そ

のうちの一方が負に転ずる特徴がある．これは，独立であった位相の時間発展に引込みが起

こり，一方の独立性が失われたために起こる．

以上，二つのカオス振動子が結合したモデルを用いて完全同期及び位相同期について紹介

した．これ以外にも，カオス振動子の間に，1対 1の単射関数 H を通して，X1(t) = H(X2(t))

の関係が生ずる一般化同期4, 5)や，時間遅れ τを介して X1(t) = X2(t + τ)の関係が生ずる遅延

同期7)などがある．更に，より多数のカオス振動子が結合した場合においても同様の同期現

象がみられ，結合様式（大域結合，局所結合）に依存して，クラスター生成やパターン形成な

どの多様な現象が観測できる．詳細については他の専門書（例えば文献 8)）を参照されたい．

2--4--2 カオス制御 （執筆者：小西啓治）［2009年 3 月受領］

カオス現象の理解は 1980年代に大きく進展し，様々な研究分野に影響を与えてきた．1990

年代に入り，カオスの応用に関する二つの研究が注目を集めた．一つは，カオス秘匿通信で

あり，他方は，カオスの制御である．メリーランド大の Ott, Grebogi, Yorkeらは，システム

パラメータのわずかな摂動だけでカオスが制御できることを示した 9)．この手法は OGY法

と呼ばれている．一方，Pyragasは，制御則に遅延時間を利用した遅延フィードバック制御

（DFC）法を提案している 10)．これらの制御法は，非線形科学分野に非常に大きなインパク

トを与えている 11, 12, 13, 14, 15, 16)．

今，非線形システム ẋ(t) = f (x(t), u(t)) において，制御入力がない状態 u(t) ≡ 0でカオス

が発生していると仮定しよう．多数の不安定周期解 x̄(t) = x̄(t + T)がカオスアトラクタには

内在している．カオスの制御とは，適切な u(t)を非線形システムに入力し，カオス的な軌道

x(t)を不安定周期解 x̄(t)に収束させることである．

OGY法は，ポアンカレ断面上での離散時間システム xd(n+ 1) = f d(xd(n),ud(n))を制御対
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象としている．この手法は，ポアンカレ断面上の不安定周期解 x̄d をあらかじめ算出し，制

御則 ud(n) = K(xd(n)− x̄d) で制御入力を決定している（図 2・14(a)参照）．適切なフィード

バックゲイン K を設定すれば，軌道は不安定周期解に安定化する（limn→∞ xd(n) = x̄d）．こ

の手法は不安定周期解近傍における状態フィードバック制御と等価であるため，制御系の設

計には，システム制御分野の知見をそのまま利用することができる．

一方，DFC法の制御則は u(t) = K(x(t) − x(t − T))であり，OGY法で使用していた不安定

周期解の位置情報を，周期 T だけ遅延させた状態 x(t − T)に置き換えている（図 2・14(b)参

照）．DFC法は，位置情報を事前に算出する必要がないため，OGY法よりも手軽に利用でき

る．しかしながら，制御システムに遅延時間が含まれていることで，制御系の設計は難しく

なる．また，DFC法には，ある種の周期解や平衡点が安定化できないという問題点もある．

これらの課題は現在も精力的に調査されている 14, 15)．

図 2・14 カオスシステムの制御手法

上記で紹介した二つの手法には，カオス軌道が不安定周期解の近傍を訪れたときにのみ制

御入力を印加する仕掛けが必要である 9, 10)．もし，この仕掛けがなければ，制御入力が大き

くなり，解が発散したり，内在する周期解とは異なる新たな解が発生するかもしれない．一

方，カオスの制御は，理論的なアプローチだけでなく，回路系・機械系・レーザ系・生体系

などの実システムにも適用されている 11, 13)．更に，高次元のカオスシステムや時空カオスシ

ステムへの拡張も行われている 11, 12, 13, 14, 15)．

2--4--3 カオス通信・符号化

（執筆中）

2--4--4 カオス暗号

（執筆中）

2--4--5 カオス乱数

（執筆中）

2--4--6 セルラーニューラルネットワーク （執筆者：高橋規一）［2009年 8 月受領］

セルラーニューラルネットワーク（Cellular Neural Network: CNN）は相互結合型ニュー

ラルネットワークとセルオートマトンの性質を併せもつ非線形回路網である．カリフォルニ
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ア大学バークレー校の Chuaと Yangによって 1988年に提案された17)．主な応用は信号処理

であり，特に，アナログ回路の高速性を活かした実時間画像処理に関する研究が盛んに行わ

れている．また，収束性やパターン形成などの非線形ダイナミクス，テンプレートの自動設

計，集積回路化などについても精力的に研究が続けられている．

（1）回路構造と状態方程式

セルと呼ばれる基本回路が M 行 N 列の二次元格子状に配置され，近傍のセルどうしが電

圧制御電流源によって結合しあい一つの回路網を形成している（図 2・15）．第 i 行，第 j 列

に配置されたセル C(i, j) において，キャパシタ電圧に関する回路方程式を立てて適当な正規

化を行うと，次の状態方程式が導出される．

dxi j

dt
= −xi j +

∑

C(k,l)∈Nr (i, j)

A(i, j; k, l) ykl +
∑

C(k,l)∈Nr (i, j)

B(i, j; k, l) ukl + zi j

ここで xi j , yi j , ui j はそれぞれ C(i, j) の状態，出力，入力を表し，状態と出力の間には非線

形の関係式 yi j = f (xi j ) = (|xi j + 1| − |xi j − 1|)/2が成り立つ．また，A(i, j; k, l), B(i, j; k, l) は

C(k, l) から C(i, j) への結合の強さを表す定数であり，zi j は C(i, j) のバイアスを表す定数で

ある．Nr (i, j)は C(i, j)の近傍を表し，Nr (i, j) = {C(k, l) : |k− i| ≤ r, |l − j| ≤ r }で定義され
る．すべてのセルに対して Nr (i, j) が意味をもつようにするため，M × N個のセルの外側に

セルが追加配置され，これらのセルには，ディリクレ境界条件，ノイマン境界条件，周期境

界条件のいずれかが仮定される．

uij

xij yij

∑
A(i, j; k, l)ykl

∑
B(i, j; k, l)ukl

zij f(xij)

N1(i, j)

i

j

図 2・15 CNNの回路構造（左：セル回路，右：セルの配置と近傍）

回路パラメータ A(i, j; k, l), B(i, j; k, l), zi j の値がセルの位置 (i, j) に依存しないとき，CNN

は空間不変であるという．このとき，A(i, j; k, l), B(i, j; k, l) はそれぞれ (2r + 1)2 個のパラ

メータで表現される．A(i, j; k, l), B(i, j; k, l)に関するパラメータを行列表現したものをフィー

ドバックテンプレート，フィードフォワードテンプレートという．これらに zi j を加えた

2× (2r + 1)2 + 1個のパラメータをまとめてテンプレートと呼ぶこともある．

（2）非線形ダイナミクス

CNNの挙動は，回路パラメータ A(i, j; k, l), B(i, j; k, l), zi j，入力 ui j，境界条件，初期状態

xi j (0)によって決まる．入力 ui j が時間によらず一定であるならば，状態ベクトル x(t) ∈ RM×N

は状態方程式に従って有界領域内を連続的に変化し（状態方程式の右辺第 1項と非線形関数
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f の飽和特性から状態ベクトルの有界性が容易に示される），平衡点，リミットサイクル，カ

オス軌道などに収束する18)．

入力 ui j が時間によらず一定で，任意の初期状態に対して状態ベクトル x(t)がいずれかの

平衡点に収束するとき，CNNは完全安定であるという．画像処理への応用では，limt→∞ y(t)

を出力画像とみなすことが多いので，完全安定性は理論と応用の両面で重要な性質である．

完全安定であるための回路パラメータに関する条件として，A(i, j; k, l) の対称性やフィード

バックテンプレートの positive cell-linking性などが知られている18)が，CNNの応用範囲を

広げるためにはより緩い条件の導出が望まれる．

（3）画像処理とテンプレート設計

空間不変 CNNにおいて，テンプレートを適切に設定することにより，様々な画像処理を

実現できる．例として，ハーフトーン処理（グレースケール画像を黒と白の 2色だけで表現

すること）の結果を図 2・16に示す．このほかの例については，文献 19)に詳しく記載され

ている．所望の画像処理を実現するテンプレートを求めることは一般に非常に難しい問題で

ある．主なアプローチとして，直観的方法，学習アルゴリズムを用いる方法，解析的方法な

どがあるが，どれも一長一短あり，決定的なものは存在しない．

図 2・16 CNNによるハーフトーン処理（左：原画像，右：CNNの出力）

（4）モデルの拡張

Chuaと Yangのモデルの信号処理能力を拡大するため，離散時間 CNN，非線形テンプレー

ト，遅延テンプレート，多層 CNN，CNNユニバーサルマシン，反応拡散 CNNなど，これ

までに様々な拡張が提案されている．中でも，CNNユニバーサルマシンは，空間不変 CNN

の非線形ダイナミクスを利用したアナログ演算と論理演算を組み合わせて処理を行う点に大

きな特徴がある．ストアドプログラム方式の計算機であるため，処理の流れをプログラムし

ておけば，複雑な処理を容易に実行できる．

2--4--7 カオスニューラルネットワーク （執筆者：堀尾喜彦）［2009年 3 月受領］

ニューロンがカオス的応答を示すことが，ヤリイカの巨大軸索の神経膜を用いた電気生理

実験と，ホジキン・ハクスレイ方程式の数値解析により明らかにされた20)．合原らは，これ

らの複雑なニューロンの非線形応答が，定性的には簡単な離散時間力学系モデルで記述でき

電子情報通信学会「知識ベース」 c© 電子情報通信学会 2010 33/(37)



1 群－ 11編－ 2 章（ver.1/2010.9.16）

ることを示し，これをカオスニューロンモデルと命名した21, 22, 23)．

p個のニューロンから構成されたカオスニューラルネットワーク中の i 番目 (1 ≤ i ≤ p)の

カオスニューロンのダイナミクスは次式で記述される．このモデルでは，ニューロンは三つ

の内部状態をもち，それらは，ニューロンどうしの結合の影響，外部入力の影響，自己帰還

の影響に，それぞれ対応している21, 22, 23, 24)．

xi(tn+1) = fi

( p∑

j=1

wi j

n∑

d=0

kd
f hi j

(
x j(tn−d)

)
+

m∑

j=1

vi j

n∑

d=0

kd
ea j(tn−d) − α

n∑

d=0

kd
r gi

(
xi(tn−d)

)
+ Θi

)
(2・15)

ここで，xi(tn)は離散時間 tn（nは正の整数）におけるニューロンの出力，wi j はニューロン j

からニューロン i への結合の強さ，vi j はニューロン i へ入力される j 番目の外部入力線維と

のシナプス結合の強さ，a j(tn−d)は時刻 tn−d における j 番目の外部入力の大きさ，mは i 番目

のニューロンに入力される外部入力の総数である．更に，Θi は外部バイアス，kf , ke, kr は，

それぞれ，ほかのニューロンからのフィードバック入力，外部入力，及び，不応性の減衰定

数である．また， fi(·)は連続で単調増加なニューロンの出力関数，gi(·)は出力の大きさと不
応性の大きさとの関係を表す不応性関数，hi j (·)は軸索の波形整形作用を表す関数である．
カオスニューロンモデルの最大の特徴は，kr 及び α でモデル化された相対不応性もしく

は自己抑制結合である．この不応性と滑らかな出力関数 fi(·)とにより，現実のニューロンが
呈するようなカオスを含む多様な応答が再現できる．また，カオスニューロンモデルのパラ

メータを適当に変更することにより，このモデルで既存の離散時間ニューロンモデルの主な

ものをすべて再現することが可能である．例えば， fi(·) としてステップ関数を用いた場合，
kf = ke = kr = α = 0とすればマカロック・ピッツモデルと，kr , 0,α , 0とすれば悪魔の階

段モデルとそれぞれ等価になる．一方， fi(·)を連続関数のままとし，kf = ke = kr = α = 0と

すれば，アナログニューロンモデルと等価になる．このように，カオスニューロンモデルは，

既存の離散時間ニューロンモデルに新たにカオスダイナミクスを付加したものであると考え

られる．したがって，カオスニューロンの振る舞いを既存のニューロンモデルのそれと比較

しながら調べることにより，カオスが情報処理に果たす役割を検証できる23)．

式 (2・15)中の fi(·)のカッコ内の第 1項を ηi(tn+1)，第 2項を ξi(tn+1)，第 3項と第 4項の

合計を ζi(tn+1)と置くと，モデル式は以下のような漸化式で表せる21, 22, 23, 24)．

ηi(tn+1) = kf ηi(tn) +

p∑

j=1

wi j hi j
(
x j(tn)

)
(2・16)

ξi(tn+1) = keξi(tn) +

m∑

j=1

vi j a j(tn) (2・17)

ζi(tn+1) = krζi(tn) − αgi
(
xi(tn)

)
+ θi (2・18)

ここで，θi ≡ Θi(1− kr )であり，また，

xi(tn+1) = fi
(
ηi(tn+1) + ξi(tn+1) + ζi(tn+1)

)
= fi

(
yi(tn+1)

)
(2・19)

である．ここで，yi(tn+1)は全内部状態である．モデル式がこのような簡単な差分方程式の組
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に帰着できることは，モデルの振る舞いを詳しく調べたり，大規模なネットワークをソフト

ウェアやハードウェアにより構成する場合に大変重要な点である25, 26, 27)．

更に，式 (2・15)で kf = ke = kr ≡ kである場合の単体のカオスニューロンの振る舞いは，

次の簡単な一次元写像（カオスニューロンマップ）で記述できる21, 22)．

y(tn+1) = ky(tn) − αg( f (y(tn))) + A(tn) (2・20)

ここで，A(tn) = a(tn) − ka(tn−1) + θ(1− k)である．

カオスニューラルネットワークモデルの時空間カオスダイナミクスは，シナプス結合を介し

たニューロン相互の影響とニューロン自身がもつ不応性の影響とからなる，階層的なフィー

ドバックにより自己組織的に生成される．したがって，ネットワーク全体としての時空間ダ

イナミクスが個々のニューロンのダイナミクスに影響を与えると同時に，個々のニューロン

の振る舞いがネットワーク全体の挙動に影響することにより，複雑な時空間カオスダイナミ

クスが生まれる．例えば，連想記憶ネットワークのように結合係数 wi j を設定すると，ニュー

ロン間の結合の影響によりネットワークの状態は安定化される．しかし，同時にニューロン

が持つ不応性の影響でネットワークの状態が不安定化される．このような安定化と不安定化

の微妙なバランスにより生成される時空間ダイナミクスを用いることにより，ネットワーク

の状態空間に埋め込まれた平衡点を局所安定状態に捕われることなく効率良く探索するカオ

ス的探索が実現できる23)．このカオス的探索ダイナミクスは，記憶に相当する多数の平衡点

を動的に想起する動的連想記憶24)や，モンタージュの作成などに応用されている28)．また，

このようなカオスニューラルネットワークの複雑な時空間カオスダイナミクスは，カオス的

遍歴とも密接な関係があると考えられる29)．

更に，カオス的探索ダイナミクスは，組合せ最適化問題の効率的な解の探索などにも応用

されており23)，巡回セールスマン問題（TSP）や二次割当て問題（QAP）などのベンチマー

ク問題に加え，発電機のメインテナンススケジューリングやインテリア照明の設計，更には，

パケットルーティングや DNA のモチーフ解析などの実用問題によりその有効性が示されて

いる23, 30, 31, 32, 33, 34)．例えば，TSPや QAPを解く有効な手法として，カオスニューロダイナ

ミクスでヒューリスティクアルゴリズムを駆動する方法が提案されている35, 36, 37, 38)．一方，

Hopfield型のカオスニューラルネットワークと解構築法を融合して QAPを解く手法も提案

され，従来法より解の探索性能が高いことが示されている39, 40)．

カオスニューラルネットワークの複雑な時空間ダイナミクスを解析・応用するためには，

構成的研究が有用である．更に，カオスニューラルネットワークモデルは，その記述式の簡

単さによりハードウェアによる実装に適しているため，カオスのもつ実数の複雑さを自然に

実装できるアナログ電子回路を核としたカオスニューロコンピュータの開発や応用の研究も

進んでおり25, 26, 40, 41)，高次元の物理カオスニューロダイナミクスを活用した，新しい超並列

アナログ計算の可能性が模索されている．
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