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■6群（コンピュータ‐基礎理論とハードウェア）-- 2編（計算論とオートマトン）

2章 有限オートマトンと正則表現

（執筆者：岩本宙造）［2010年 3 月受領］

■概要■

本章では，順序機械，決定性・非決定性の有限オートマトン，正則表現と正則言語，量子

オートマトンについて慨覧する．まず，順序回路を，入力の列に対して出力の列がきまる文

字列関数と考える．その順序回路を，状態集合，遷移関数，出力関数で定式化して順序回路

を定義し，順序回路で実現できる関数などについて概説する．次に，順序機械から有限オー

トマトン研究への成り立ちについて述べ，決定性と非決定性の有限オートマトンを定義する．

また，Nerodeの定理や，決定性と非決定性の能力の同等性，木オートマトンなどについて

述べる．さらに，記号列の集合を簡潔に表現するための手法である正則表現について，有限

オートマトンとの関係や，所属問題，正則言語について概説する．最後に，量子計算機の単

純なモデルである量子有限オートマトンについて，定義や言語クラス，計算資源について説

明する．

【本章の構成】

本章は，順序機械（2-1節），決定性有限オートマトン（2-2節），非決定性有限オートマト

ン（2-3節），正則表現と正則言語（2-4節），量子オートマトン（2-5節）の 5節からなる．
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■6群 -- 2編 -- 2章

2--1 順序機械
（執筆者：河原康雄・溝口佳寛）［2009年 1 月受領］

2--1--1 順序回路の例

図 2・1は順序回路の基本要素の一つである RS型フリップフロップ回路の入出力の例であ

る. 順番に入力された信号に従って出力が順番に変化する. 出力はオン（1）かオフ（0）であ

り,出力集合は Y = {0, 1}と考えられる．入力は S（セット）と R（リセット）の 2本あるが，

これらを並べて (S R) で 2進数で考えて入力集合は，X = {0 = (00), 1 = (01),2 = (10)} の三
つ元の集合と考える．この順序回路は状態集合を Q = {a,b}とし,下表で定義される状態遷移

関数 δ : Q× X→ Q,出力関数 β : Q→ Yを用いて，順序機械としてモデル化される．状態 q

のとき,入力 xがあうと次の状態 δ(q, x) に遷移し, β(δ(q, x)) が出力される．例では，最初の

状態を aとして,入力 “0201021”に対する出力が “0110010”となっている．

図 2・1

この順序機械を状態遷移図（state transition diagram）で表すと図 2・2（右）のようになる．

状態を頂点，遷移を辺で表し，辺の上に入力文字，状態の下に出力文字を書く．入力文字に

対し，辺をたどることで状態の変化や出力文字を検証できる．

q x δ(q, x)

a 0 a

a 1 a

a 2 b

b 0 b

b 1 a

b 2 b

q β(q)

a 0

b 1
a/0

0 or 1

b/1
2
1

0 or 2

図 2・2

順序回路とは，入力の列に対して出力の列が定まる文字列関数と考えることができる．す

なわち，X∗ から Y∗ への関数 f : X∗ → Y∗ である．ただし，ここで，X∗ は空列（ここでは ε

で表す）を含む X上の文字列全体の集合である．順序回路を状態集合，遷移関数，出力関数

で定式化し順序機械を定義し,どのような文字列関数が実現可能なのか，また，より少ない状

態数での実現が可能かを問題として考える．
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2--1--2 準備 -集合と合同関係-

集合 Xから集合 Yへの関数 F : X→ Yは，F(x) = m(e(x)) (x ∈ X)となる全射 e : X→ Z

と単射 m : Z→ Yの合成で表すことができる．このとき，集合 Zは同型を除いて唯一に定ま

り，Z � F(X) = {F(x) | x ∈ X}であり，また，Z � X/ ∼= {[x] | x ∈ X}でもある．ただし，X

上の合同関係 ∼ は，[x ∼ x′ iff F(x) = F(x′)] で定め，[x] は xを含む同値類 {x′ ∈ X | x ∼ x′}
を表す．

図 2・3

（補足）e : X → Z が全射とは任意の元 z ∈ Z に対して e(x) = zとなる元 x ∈ X が存在す

ることである．また，m : Z → Yが単射とは任意の元 z1, z2 ∈ Z に対して，z1 , z2 ならば

m(z1) , m(z2)であることである．

2--1--3 順序機械

順序機械（sequential machine）とは，状態集合 Q，入力記号の有限集合 X，出力記号の有

限集合 Y，状態遷移関数 δ : Q× X → Q，出力関数 β : Q→ Y，初期状態 q0 ∈ Qの六つ組

M = (Q,X,Y, δ, β,q0)のことである．状態集合が有限集合のとき有限順序機械という．

（補足）本定義は Moore型の順序機械と呼ばれる．出力関数を βの代わりに λ : Q× X→ Y

で与える定義を Mealy型の順序機械という．この二つは等価なモデルであり，Mealy型の順

序機械は初期状態に対する出力が存在しないが，それ以外は入力と出力の関係が同値である

ように相互に変換可能である．また，初期状態を定義には入れず，五つ組で順序機械を定義

することもある．

状態遷移関数 δ : Q× X → Qは，δ∗(q, ε) = q，δ∗(q, xw) = δ∗(δ(q, x),w) (q ∈ Q，x ∈ X，

w ∈ X∗) と定義し，自然に δ∗ : Q× X∗ → Qに拡張できる．また，一般に関数 f : X∗ → Y

は， f∗(ε) = f (ε)， f∗(wx) = f∗(w) f (wx) (x ∈ X, w ∈ X∗) と定義し，自然に f∗ : X∗ → Y∗ に
拡張できる．順序機械 M = (Q,X,Y, δ, β,q0)に対して， fM : X∗ → Yを fM(w) = β(δ∗(q0,w))

(w ∈ X∗)とし，その拡張 fM∗ : X∗ → Y∗ を考えると，これが入力と出力の間の文字列関数と
なっている．

関数 t : X∗ → Y∗ に対して，順序機械 M が存在して，t = fM∗ となるとき，関数 tは順序機

械で実現可能という．関数 t : X∗ → Y∗ が順序機械で実現可能であるための必要条件は t が，

ある関数 f : X∗ → Yの拡張 t = f∗ であることである．このことは，任意の w ∈ X∗，x ∈ X

に対して, t(wx) = t(w)yを満たす y ∈ Yが存在することと同値であることが示される．すな

わち t(wx) の前半の出力は前半の入力 wだけに依存し,その後の xには影響されないことで

ある．この条件を満たす関数 t : X∗ → Y∗ を順序関数という．
次に任意の順序関数が順序機械で実現可能であること，すなわち，関数 f : X∗ → Y が

与えられたとき， f = fM となる順序機械 M が存在することを 2 通りの方法で順序機械

を構成して示す．一つ目は最も形式的な順序機械，入力文字列全体を状態とする順序機械，
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MI = (X∗,X,Y, δI , f , ε)である．ここで，δI (w, x) = wx (w ∈ X∗，x ∈ X)とする．二つ目は最

も抽象的な順序機械,入出力関数全体を状態とする順序機械, MT = (YX∗ ,X,Y, δT , βT , f )であ

る．ここで，YX∗ は X∗ から Yへの関数全体 { f | f : X∗ → Y} を表し，δT ( f , x) : X∗ → Yは

δT ( f , x)(w) = f (xw) (x ∈ X，w ∈ X∗) で定義し，βT ( f ) = f (ε) ( f ∈ YX∗ ) とする．このとき，

f = fMI = fMT となるが，MI も MT も有限順序機械ではないことに注意する．

では，有限順序機械で実現可能な関数 f : X∗ → Yとは，どのような関数であろうか？

答えは MT のなかにある．順序機械 MT の無限にある状態のすべては必要ない．初期状

態 f からすべての入力 wに対して δT で状態遷移をした結果が有限の範囲にあればよい．す

なわち，Z = {δ∗T ( f ,w) ∈ YX∗ |w ∈ X∗}が有限集合であればよい．この条件「Z が有限集合で

あること」が有限順序機械で実現可能な条件である．F(w) = δ∗T ( f ,w) (w ∈ X∗) とすると，
F : X∗ → YX∗ であり，Z = F(X∗) である．本章 2-1-2の全射・単射分解の性質を使えば，

Z = X∗/ ∼であり，同値関係 (∼) は，[w ∼ w′ iff δ∗T ( f ,w) = δ∗T ( f ,w′)]，言い換えると任意の
z ∈ X∗ に対して δ∗T ( f ,w)(z) = δ∗T ( f ,w′)(z)，すなわち，f (wz) = f (w′z)である．この同値関係

による同値類が有限個であれば，有限順序機械で実現可能である．更に，MT の状態を Zに

制限した順序機械が f を実現する状態数最小の順序機械であることが分かる．

最初に与えられる f : X∗ → Yが順序機械 M = (Q,X,Y, δ, β,q0)から定まる fM : X∗ → Yの

とき，F(w) = δ∗T ( fM ,w)で定まる F : X∗ → YX∗ は，fe : X∗ → Qと fm : Q→ YX∗ の合成に分

解できて，F(W) = fm( fe(w))となる．ここで，fe(w) = δ∗(q0,w)であり，fm(q)(w) = β(δ∗(q,w))

である (w ∈ X∗，q ∈ Q)． feが全射のとき M を可到達（reachable）， fmが単射のとき M を

可観測（obserbable），または，既約（reduced）という．そして，可到達，かつ，可観測のと

き，順序機械 M は fM を実現する状態数最小（minimal）な実現であることが分かる．

fm : Q→ YX∗ が単射でないときは，更に，fmを全射・単射分解することで状態数最小の順序

機械を構成することが可能である．このとき，Q上の同値関係 [q ∼ q′ iff fm(q) = fm(q′)]は，任
意の w ∈ X∗ に対して，fm(q)(w) = fm(q′)(w)であること，すなわち，β(δ∗(q,w)) = β(δ∗(q′,w))

であることである．Qが有限集合（サイズを nとする）の場合には，すべての w ∈ X∗ につい
て調べなくても，長さ n以下の wについて β(δ∗(q,w)) = β(δ∗(q′,w))であれば，q ∼ q′ であ
ることが示され，与えられた有限順序機械から状態数最小の順序機械をアルゴリズムに従っ

て具体的に構成することができる．

図 2・4
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■6群 -- 2編 -- 2章

2--2 決定性有限オートマトン
（執筆者：河原康雄・溝口佳寛）［2009年 1 月受領］

2--2--1 有限オートマトン

オートマトンの研究が知られるようになったのは，情報理論の創始者としてで著名な C.E.

Shanonと人工知能研究で著名な J. McCarthyの編集により 1956年に発行された論文集

Automata Studies2)からである．当初は，順序回路の抽象化により状態遷移と入出力の関係に

ついての様々な考察がなされていた．その状態集合のなかに特別な状態（受理状態）の集合

を導入することにより，認識機械としての考察が始まり，言語との重要な関係が導かれ，有限

オートマトンと言語の理論体系が構築された．この有限オートマトンの理論の最初の論文が，

M.O. Rabinと D. Scottの 1959年の論文1, 3)である．彼らは本成果により，1976年に ACM

チューリング賞を受賞している．

2--2--2 アルファベット,語,言語

空でない有限集合をアルファベットと呼び，その要素を文字，または，記号と呼ぶ．文字

を重複を許して有限個並べた文字列を語，または，テープと呼び，語 wに含まれる文字の個

数を wの長さと呼び，|w| で表す．文字を 0個並べた語を空語と呼び，ε で表す，アルファ

ベット Σ 上の空語を含む語全体の集合を Σ∗ で表す．二つの語をつないで書き並べると新し
い長い文字列ができる．この操作を連接と呼び，語 w1 と語 w2 の連接を w1 ·w2 で表す（ま

ぎらわしくない場合は，単に w1w2と書く）．任意の語 wに対して，εw = wε = wであり，Σ∗

は連接を積，εを単位元とする自由半群（モノイド）となる，

Σ∗の部分集合を（アルファベット Σ上の）形式言語，または，単に言語という．語の連接は言

語の連接に拡張される．すなわち，言語 L1，L2の連接は，L1 ·L2 = {w1 ·w2 |w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}
である．言語 L に対して，L0 = {ε}，Ln = Ln−1 · L (n ≥ 1)とし，L∗ = ∪∞n=0Ln とする．言語

L∗ を言語 L の Kleene閉包,または,単に閉包という．アルファベット Σ を言語と考えた際

の閉包は語全体の集合 Σ∗ になり記号に混乱はない．

2--2--3 決定性有限オートマトン

決定性有限オートマトン（derministic finite automaton）とは,状態の有限集合 Q，アルファ

ベット Σ，状態遷移関数 δ : Q × Σ → Q，初期状態 q0 ∈ Q，最終状態 F ⊂ Q の五つ組

M = (Q,Σ, δ,q0, F)のことである．

有限オートマトンは図 2・5のように表され，入力語がテープの上に並べられ，最初に M が

初期状態 q0 で左端の記号を読む．状態 qで入力記号 sのとき，状態を δ(q, s)に遷移させ，

テープのヘッドを 1文字右に移動する．この操作を繰り返し，入力語を読み終わったときの

状態が最終状態かどうかを出力する．

状態遷移関数 δ : Q× Σ→ Qは，δ∗(q, ε) = q，δ∗(q, aw) = δ∗(δ(q,a),w) (a ∈ Σ,w ∈ Σ∗)と
定義し，自然に δ∗ : Q× Σ∗ → Qに拡張できる．初期状態 q0 から語 wを読み終わったとき

の状態が最終状態 F に含まれるとは，δ∗(q0,w) ∈ F で表される．このとき，M は語 wを受

理するという．M で受理される語全体の集合を L(M)と書き，M で受理される言語という．

すなわち，L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ∗(q0,w) ∈ F}が有限オートマトン M で受理される言語である．
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有限制御部 (q)

有限オートマトン M

s1 s2 · · · · · · sn

6 -

入力テープ

状態遷移後,ヘッドを 1文字右に移動する.

図 2・5

例 1: 有限オートマトン M = (Q,Σ, δ,q0, F) を Q = {q0, q1,q2}, F = {q1}, q0 ∈ Q とし，

δ : Q × Σ → Qを以下で定義する．δ(q0,a) = q1, δ(q0, b) = q2, δ(q1, a) = q2, δ(q1,b) = q0,

δ(q2,a) = q2, δ(q2,b) = q2.

例えば，語w = abaは，δ∗(q0, aba) = δ∗(δ(q0,a),ba)= δ∗(q1, ba) = δ∗(δ(q1, b), a) = δ∗(q0,a)

= δ∗(δ(q0, a), ε) = δ∗(q1, ε) = q1 ∈ F であり，M によって受理される．

M は図 2・6のような状態遷移図でも表される．頂点のラベルが状態であり，入力文字列に

従って辺をたどり次の遷移状態のある頂点に移る．最終状態が二重丸で表されており，語を

読み終わったときに最終状態かどうかを判定できる．

Q1

Q0 b

Q2 a

ab

a,b

図 2・6

2--2--4 Nerode の定理

Σ∗ 上の同値関係 ∼が任意の語 w1, w2 ∈ Σ∗ に対して,「w1 ∼ w2⇒任意の z ∈ Σ∗ に対して
w1z∼ w2z」を満たすとき,右不変という.同値関係 ∼による同値類全体の集合 {[x] | x ∈ Σ∗}が
有限集合のとき,同値関係 ∼ を有限指数という. ここで, [x] は語 xを含む同値類 {x′ | x ∼ x′}
を表わす. 言語 L ⊂ Σ∗ に対して, Σ∗ 上の関係を「w1 ∼L w2 iff 任意の z ∈ Σ∗ に対して
w1 ∈ L⇔ w2 ∈ L」で定めると, ∼L は右不変な合同関係になる.

定理:（Nerodeの定理）　アルファベット Σ上の言語 L ⊂ Σ∗ について次の命題 (1)，(2)，(3)

は同値である．(1) Lを受理する有限オートマトン M が存在する．(2) Lは Σ∗ 上の有限指数
をもつ右不変な合同関係による同値類のいくつかの和集合である．(3) Lから導かれる右不変

な合同関係 ∼L は有限指数である．

上記の (3) を満たす言語 L に対して，Q = {[w] |w ∈ Σ∗}, δ([w],a) = [wa], q0 = [ε],

F = {[w] |w ∈}で定めると，M = (Q,Σ, δ,q0, F)は決定性有限オートマトンになる，更に，L

を受理する状態数最小の決定性有限オートマトンであり同型を除いて一意に定まる．
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本章 2-1の順序機械 M = (Q,X,Y, δ, β,q0) で出力集合 Yが 2点集合，例えば，Y = {0,1}
のとき，出力関数 β : Q→ {0,1}と Qの部分集合 F = {q ∈ Q | β(q) = 1} とは 1対 1に対応

する．すなわち，出力集合が 2点集合の有限順序機械を決定性有限オートマトンと考えるこ

とができる．更に，関数 f : X∗ → Yは X∗ の部分集合に対応する．部分集合 L に対応する

f:X∗ → {0, 1}は f (w) = 1 (w ∈ L), f (w) = 0 (w < L)である．本章 2-1において最小状態数の

順序機械を構成する際に用いた同値関係 w ∼ w′ は任意の z ∈ X∗ に対して f (wz) = f (wz′)で
あることであり，これは言語 L から導かれる関係 ∼L のことである．

順序機械 M で定まる順序関数 fM : X∗ → Yに対応する部分集合が M の受理言語 L(M)で

ある．与えられた順序機械から状態数最小の順序機械を構成する際は Σを同値類に分けるの

ではなく，M の状態集合 Qを同値類に分ける．その際の同値関係 q ∼ q′ は任意の z ∈ X∗ に
対して β(δ∗(q,z)) = β(δ∗(q′, z))であり，すなわち，δ∗(q,z) ∈ F ⇔ δ∗(q′, z) ∈ F である．状態

集合 Qがサイズ nの有限集合の場合，任意の長さの語 z ∈ X∗ に対して同値性を確認しなく
ても長さ n以下の語 zに対してすべての δ∗(q,z)を計算することにより同値類，すなわち，状
態数最小の有限オートマトンを構成できる．

例 2:　図 2・7の有限オートマトン M に対して，その状態を最小化したものが M′ である．
ここで, p0 = {q0, q2}, p1 = {q1,q3}, p2 = {q4, q5}である．

q1
q2

b

q5

a

q3

b

a

q0
a q4

b

b

aa
b b

a

p1

p0b

p2a

a b

a,b

M M′

図 2・7

■参考文献
1) M.O. Rabin and D. Scott, “Finite Automata and Their Decision Problems,” IBM Journal, vol.3, pp.114-
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2) “Automata Studies,” ed. by C.E. Shannon and J. Mac Carthy, Princeton University Press, 1956.

3) “Sequential Machines; Selected Papers,” ed. by E.F. Moore, Addison-Wesley, 1964.

4) 野崎明弘,高橋正子,町田元,山崎秀記共訳, “オートマトン言語理論計算論 I (第 2版),” サイエンス社,

2003;（原著: J.E. Hopcroft and J.D. Ullman, “Formal Languages and Their Relation to Automata, 2nd.

ed.,” Addison-Wesley, 2001）
5) 野崎明弘,町田元,山崎秀記,横森貴共訳, “計算論とオートマトン理論,” サイエンス社, 1988;（原著: A.

Salomaa, “Computation and Automata,” Cambridge University Press, 1985）
6) 有川節夫,宮野悟, “オートマトンと計算可能性,” 培風館, 1986.
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■6群 -- 2編 -- 2章

2--3 非決定性有限オートマトン
（執筆者：河原康雄・溝口佳寛）［2009年 1 月受領］

2--3--1 非決定性有限オートマトン

非決定性有限オートマトン（nondeterministic finite automaton）とは，状態の有限集合 Q，

アルファベット Σ，状態遷移関数 δ : 2Q × Σ→ Q，初期状態集合 Q0 ⊂ Q，最終状態 F ⊂ Q

の五つ組 M = (Q,Σ, δ,Q0, F)のことである. ここで，2Q は Qの部分集合全体の集合であり，

2Q = {S |S ⊂ Q}である．
状態遷移関数 δ : Q × Σ → 2Q は δ∗(Q, ε) = Q，δ∗(Q,aw) = δ∗(∪q∈Qδ(q,a),w) (a ∈ Σ,

w ∈ Σ∗)で定義し，δ∗ : 2Q × Σ∗ → 2Qに自然に拡張できる．語 wは，δ∗(Q0,w)∩ F , φのと
き, M に受理されるといい，M によって受理される語全体の集合（受理言語）を L(M)で表

す．すなわち，L(M) = {w ∈ Σ∗|δ∗(Q0, x) ∩ F , φ}である.

例 1: 非決定性有限オートマトン M = (K,Σ, δ,Q0, F) を Q = {q0, q1,q2}, F = {q2}, Q0 = {q0}
とし, δ : Q × Σ → 2Q を以下で定義する [δ(q0,a) = {q0}, δ(q0,b) = {q0, q1}, δ(q1,a) = φ,

δ(q1,b) = {q2}, δ(q2,a) = φ, δ(q2,b) = φ]. 例えば,語 w = abbは，δ∗(Q0, abb) = δ∗({q0}, abb)

= δ∗(δ(q0, a),bb)= δ∗({q0},bb)= δ∗(δ(q0, b), b) = δ∗({q0,q1}, b) = δ(q0,b)∪δ(q1,b) = {q0,q1}∪
{q2} = {q0,q1, q2},したがって，δ∗(Q0,abb) ∩ F = {q2} , φより，語 wは M で受理される．

すなわち, w ∈ L(M)である．

非決定性有限オートマトン M の状態遷移図は以下の図 2・8ように表される．辺が出てい

ない頂点があること，同じラベルをもった 2本以上の辺があることが決定性有限オートマト

ンの場合とは異なる．

Q2Q0

a,b

Q1
b b

図 2・8

次の定理は，決定性有限オートマトンと非決定性有限オートマトンでは言語受容機械とし

ては能力の差はないことを示している．

定理: 有限オートマトンについて次の (1)，(2)が成り立つ．(1) 決定性有限オートマトン

Md = (Q,Σ, δd,q0, F) に対して，Mn = (Q,Σ, δn, {q0}, F) によって定められる非決定性有限

オートマトンの受理する語の集合は Md のそれに等しい．すなわち，L(Md) = L(Mn) であ

る．ここで, δn : Q × Σ → 2Q は δn(q, a) = {δd(q,a)} (q ∈ Q, a ∈ Σ) とする．(2) 非決

定性有限オートマトン Mn = (Q,Σ, δn,Q0, Fn) に対して，Md = (2Q,Σ, δd,Q0, Fd) によって

定められる決定性有限オートマトンの受理する語の集合は Mn のそれに等しい．すなわち，

L(Mn) = L(Md) である．ここで，δd : 2Q × Σ → 2Q は δd(S, a) = δ∗n(S,a) (S ⊂ Q, a ∈ Σ) と

し, Fd = {T |T ⊂ Q, T ∩ F , φ}とする.
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例 2: 例 1の非決定性有限オートマトンと同じ言語を受理する決定性有限オートマトン Md =

{2Q,Σ, δd, {q0}, Fd}は次のようになる. 2Q = {φ, {q0}, {q1}, {q2}, {q0, q1}, {q0,q2}, {q1,q2}, {q0, q1,q2}},
Fd = {{q2}, {q0, q2}, {q1,q2}, {q0,q2}, {q0, q1,q2}}, δd : 2Q × Σ → 2Q は, 次のようになる

[δ(φ,a) = φ, δ(φ,b) = φ, δ({q0},a) = {q0}, δ({q0}, b) = {q0, q1}, δ({q1}, a) = φ, δ({q1}, b) = {q2},
δ({q2},a) = φ, δ({q2},b) = φ, δ({q0, q1},a) = {q0}, δ({q0, q1}, b) = {q0, q1,q2}, δ({q0, q2}, a) =

{q0}, δ({q0, q2}, b) = {q0, q1}, δ({q1,q2}, a) = φ, δ({q1,q2}, b) = {q2}, δ({q0,q1,q2},a) = {q0},
δ({q0, q1,q2}, b) = {q0,q1, q2}].

q0q2

q0a

q0q1b

q0q1q2

b

a

q1q2

q2

b

0

a

a,b

a

b b

a

a,b

q1

b

a

図 2・9

2--3--2 階層つきアルファベット, Σ-代数,木

アルファベット Σ と写像 σ : Σ → N（ただし，N = {0,1, ..., }）の対 < Σ, σ > を階層

つきアルファベットという．a ∈ Σ に対して，σ(a)を aの階層という．以降，混乱がない

限り，< Σ, σ > を Σ と略記する．Qを空でない集合とし，a ∈ Σ に対して，δa を Q上の

σ(a)項演算，すなわち，δa : Qσ(a) → Qとする．ただし，σ(a) = 0のときは，δa ∈ Qとす

る．Qと δ の対 < Q, δ >を Σ-代数という．n ∈ N に対し，Σn = {a ∈ Σ |σ(a) = n} とし，
TΣ = Σ0 ∪⋃{(TΣ)na |a ∈ Σn, n ≥ 1}を満たす Σ∗ の部分集合 TΣ が唯一定まる．TΣ の元 t を

< Σ, σ >上の木と呼ぶ．t は各節点が Σの元をラベルにもつ木であり，ラベル a ∈ Σn をもつ

節点は n個の子をもち，a ∈ Σ0 の節点が葉となる．a ∈ Σ0 に対して，δIa = a ∈ Σ∗, a ∈ Σn

(n ≥ 1)を δIa(t1, · · · , tn) = t1 · · · tna (t1, · · · , tn ∈ TΣ) とすると < TΣ, δI > は, Σ-代数となり，

自由 Σ-代数と呼ばれる．任意の Σ-代数 < Q, δ >に対して，h<Q,δ> : TΣ → Qを a ∈ Σ0に対

して，h<Q,δ>(a) = δa ∈ Q, a ∈ Σn (n ≥ 1)を h<Q,δ>(t1 · · · tna) = δa(h<Q,δ>(t1), · · · ,h<Q,δ>(tn))

(t1, · · · , tn ∈ TΣ) とすると，< TΣ, δI > から < Q, δ > への構造を保存する唯一の写像 h<Q,δ>

が定まる．

2--3--3 木オートマトン

木オートマトン（tree automaton）は，J.W. Thatcherと J.B. Wright（1968）により提案さ

れ，W.S. Brainerd（1969）によって名づけられたものである．通常の有限オートマトンの入

力は語（記号列）であり，文字 aが状態の遷移，すなわち，Qから Qへの単項の演算を定め
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図 2・10

ると考えられる．木オートマトンでは，入力は木とする．ラベル f をもつ木の節点が n個の

子をもつとき， f は Qn から Qへの多項演算を定めると考える．語は子を一つもつ木と考え

られるので，木オートマトンは通常のオートマトンの一般化である．

定義: 階層つきアルファベット < Σ, σ >上の決定性木オートマトンとは，状態集合と状態遷

移関数を定める Σ-代数 < Q, δ >と最終状態 F ⊂ Qの対 M =<< Q, δ >,F > のことである．

木 t ∈ TΣ は, h<Q,δ>(t) ∈ F のとき，かつ，そのときに限り M で受理されるといい，受理され

る木全体を T(M) = {t ∈ TΣ |h<Q,δ>(t) ∈ F}で表す．

例 1: 文字を階層 1のアルファベット，空文字列 ε を階層 0のアルファベットとすると文

字列を木と考えることができる．MA = (Q,ΣA, δA, q0, F) を決定性有限オートマトンとする．

Σ = {ε} ∪ ΣA, σ(ε) = 0, σ(x) = 1 (x ∈ ΣA) とし，階層つきアルファベット < Σ, σ > を定め

る．δε = q0 ∈ Q, δx(q) = δA(q, x) (x ∈ ΣA, q ∈ Q)とすると，< Q, δ >は Σ-代数となる．語

w = a1a2 · · · an ∈ ΣAに対して，木 t = εa1a2 · · ·an ∈ TΣ を対応させると，δ∗(q0,w) = h<Q,δ>(t)

であり，決定性有限オートマトン MA の受理集合と木オートマトン << Q, δ >, F >の受理集

合が対応する．

例 2: nを自然数とするとき，Zn = {0, 1, · · · , n− 1}とし, x, y ∈ Zn に対して，x + y ∈ Zn を x

と yの和を nで割った余り，x∗y ∈ Znを xと yの積を nで割った余りとする．Σ = Z∪{w, s},
σ(n) = 0 (n ∈ Z), σ(w) = 2, σ(s) = 2とし，階層つきアルファベット < Σ, σ > を定める．

δn = n ∈ Z (n ∈ Z), δw : Z2 × Z を δw(x, y) = x + y, δs : Z2 × Z を δs(x, y) = x ∗ yで Σ-代数

< Zn, δ > を定める．TΣ は和と積の数式全体を表し，t ∈ TΣ に対して，h<Zn,δ>(t) は数式を計

算した値となる．例えば，h<Zn,δ>(23w5s) = 30である．

通常の有限オートマトンと同様に非決定性の木オートマトンも定義でき，更に，類似の結

果が木オートマトンにも自然に導かれる．

定理: 次の命題 (1)，(2)，(3)，(4)が成り立つ．(1) 非決定性木オートマトンにより受理さ

れる集合は，決定性木オートマトンでも受理される．(2)木オートマトンで受理される集合，
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S ⊂ TΣ, T ⊂ TΣ に対して，S ∪ T, S ∩ T, TΣ − T も受理される．(3)木オートマトン M に

対し，T(M) = φ か否かは決定可能である．(4)二つの木オートマトン M1, M2 に対して，

T(M1) = T(M2)か否かは決定可能である．

■参考文献
1) M.A. Arbib and E.G. Manes, “Arrows, structures, and functors,” Academic Press, 1975.

2) Comon et al., “Tree Automata Techniques and Applications,” Available on http://www.grappa.univ-

lille3.fr/tata, 2007.

3) H. Ehrig, K.D. Kiermeir, H.J. Kreowski, and W. K”uhnel, “Universal Theory of Automata,”

B.G.Teubner, 1974.

4) F. Gécseg and M. Steinby, “Tree Automata,” Budapest, Akademiai Kiado, 1984.

5) W.C. Rounds, “Mappings and grammars on trees,” Mathematical Systems Theory, vol.4, pp.257-287,

1970.

6) J.W. Thatcher and J.B. Wright, “Generalized finite automata theory with an application to a decision

problem of second order logic,” Mathematical Systems Theory, vol.2, pp.57-81, 1968.

7) 小林孝次郎,高橋正子, “オートマトンの理論,” 共立出版, 1983.
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■6群 -- 2編 -- 2章

2--4 正則表現と正則言語
（執筆者：山本博章）［2008年 12月受領］

正則表現（正規表現: regular expression）は，記号列の集合を簡潔に記述するための手法

で，プログラミング言語，パターン照合などコンピュータサイエンスの多くの分野への応用

をもつ．本節では，正則表現，正則言語，正則文法，及びそれらと有限オートマトンとの関

連について述べる．

2--4--1 正則表現の定義

今，Σをアルファベットとする．そのとき，Σ上の正則表現は以下のように，三つの演算，

和集合，連接，閉包（Kleene閉包）を用いて，再帰的に定義される．

1. ∅，ε は正則表現である．これらはそれぞれ，空集合 (∅)，集合 {ε}を表す．ここで，ε
は空記号列を表す．

2. 任意の a ∈ Σに対し, aは正則表現である．これは，集合 {a}を表す．通常，混乱の恐
れがなければ，aと aは区別しない．

3. r1及び r2は正則表現で，それぞれ集合 R1及び R2を表すとする．そのとき，(r1 + r2)，

(r1r2)，(r∗1)も正則表現である．ここで，r1 + r2 は集合 R1 ∪R2（和集合），r1r2 は集合

R1R2（連接），r∗1 は集合 R∗1（閉包）を表す．

正則表現に現れる演算に，強い方から，閉包，連接，和集合という順で優先順位を導入す

ると，括弧を省略することができる．正則表現 r が表す言語は L(r)と表される．一般に，正

則表現が表す言語は正則言語と呼ばれる．正則表現に共通集合演算，補集合演算を導入して

拡張したものを拡張正則表現と呼ぶ．正則言語は共通集合演算，補集合演算に関して閉じて

いるため，拡張正則表現が表す言語もまた正則言語となる．

2--4--2 正則表現から有限オートマトンへの変換

正則表現と有限オートマトンの間には等価な関係がある．すなわち，以下の定理が成り立つ．

定理 2--4.1 r を Σ上の正則表現とする．そのとき，L(r)を受理する有限オートマトンを構成

することができる．逆に，言語 Lが有限オートマトンによって受理されるなら，Lを正則表

現で表すことができる．

応用の観点から，正則表現から有限オートマトンを作成するためのアルゴリズムが活発に

研究されている．目標は，できるだけ高速に，かつサイズの小さいオートマトンを作ること

である．正則表現から得られる有限オートマトンとして最もよく知られたものは Thompson

automaton（TA）と呼ばれるものである．このオートマトンは ε 動作をもつ非決定性有限オー

トマトンで，正則表現の再帰的な定義に従って構成することができる．各演算に対する TA

の構成法を図 2・11に与える．図 2・11において，M1, M2 はそれぞれ正則表現 r1, r2 に対す

るオートマトンを表す．そのとき，(a)は和集合，(b)は連接，(c)は閉包に対する構成法を示
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している2)．構成法から明らかなように，TA はたかだか 2m個の状態と高々 4m個の状態遷

移をもつ．ここで，mは正則表現の長さを表す．

1 2M1

3 4M2

0 5

ε ε

εε

(a)

1 2M1 3 4M2
ε

1 2M10 3
ε ε

(c)

ε

ε

(b)

図 2・11 正則表現から有限オートマトンへの変換

もう一つ以前から知られている有限オートマトンに position automaton（PA，これはGlushkov

automatonとも呼ばれる）と呼ばれるものがある．このオートマトンは ε 動作のない非決定

性有限オートマトンであり，s+ 1個の状態をもつ．ここで，sは正則表現に出現する Σの記

号の数である．状態数を見ると TA より少ないが，状態遷移数が最悪 s2 + sになる．正則表

現 r に対し，PA M = (Q,Σ, δ,q0, F)は次のように定義される．まず，正則表現 r に出現する

記号 aに対し，その記号が i 番目の位置に出現するならば，aに番号 i を割り振り，ai とす

る．正則表現 r に出現するすべての記号に番号を割り振った結果を r̄ と定義し，I をこのよ

うな位置を示す番号の集合とする．例えば，r = (ab+ a)b∗ ならば，r̄ = (a1b2 + a3)b∗4となり，
I = {1,2, 3, 4}となる．このとき，First，Last，Follow(i) の 3種類の I の部分集合をそれぞ

れ以下のように定義する．ここで，α，βは，r̄ に出現する番号つきの記号からなる記号列を

表す．

• First = {i | aiα ∈ L(r̄)},

• Last = {i | αai ∈ L(r̄)},

• すべての i ∈ I に対し，Follow(i) = { j | αaia jβ ∈ L(r̄)}.

これらの定義のもと，PA M の状態の集合 Qを Q = I ∪ {q0}と定義し，最終状態の集合 F

を F = Last と定義する．状態遷移関数 δ は次のように定義される．初期状態 q0 に対して

は，i ∈ First でかつ i 番目の記号が aのとき，かつそのときに限り i ∈ δ(q0,a)と定義する.

同様に，任意の i ∈ I に対し，j ∈ Follow(i) でかつ j 番目の記号が aのとき，かつそのときに

限り j ∈ δ(i,a)と定義する．このとき，正則表現から PAを生成するための O(s2) 時間アル

ゴリズムが知られている．後の例で示すように，PAは TA から直接構成することもできる．

最近，よりサイズの小さなオートマトンとして，follow automaton（FA）と呼ばれるモデ

ルが提案された3)．これは，PA の状態間に次の等価性を定義することによって得られる．

M = (Q,Σ, δ,q0, F)を PAとする．そのとき，任意の二つの状態 q, p ∈ Qが等価であるとは，

q, p ∈ F かまたは q, p < F であり，かつすべての記号 a ∈ Σに対し，δ(q,a) = δ(p, a)が成り

立つことである．等価な状態はまとめることができ，その結果得られる有限オートマトンを

FAと呼ぶ．明らかに，FAの状態数はたかだか s+ 1で，状態遷移数はたかだか s2 + sであ

る．FAについても O(s2)時間で正則表現から構成できる．

TA，PA及び FA の三つのオートマトンの例を示す．正則表現 b((aa)∗ + (bb)∗)∗bを考え
る．そのとき，図 2・12は対応する Thompson automatonを示す．このオートマトンから状態
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0,1,6, 8,12,14,19だけを取り出して作ったものが図 2・13の position automatonである．更

に，PAにおいて，状態 1,8,14が等価となり，これらの状態まとめたものが図 2・13の follow

automatonである．
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図 2・12 Thompsonautomaton
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b
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0
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position automaton

0
b

b

b

b

a

a

follow automaton

a

図 2・13 positionautomatonと follow automaton

2--4--3 正則表現の所属問題

正則表現の所属問題とは，任意に与えられた正則表現 r と記号列 xに対し，x ∈ L(r)かど

うかを判定する問題である．この問題はパターン照合問題を解くために利用することができ

るため，効率的なアルゴリズムの開発が活発に行われてきた．既に見たように，正則表現は

効率的に非決定性有限オートマトンに変換できる．従って，この問題を解くためのアルゴリ

ズムは，通常，正則表現を有限オートマトンに変換し，得られたオートマトンを模倣するよ

うに設計される．今，正則表現 r の長さを m，記号列 xの長さを nとする．そのとき，所属

問題を解くアルゴリズムについて以下の結果が成り立つ．
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1. TA を用いるならば，所属問題を O(mn)時間及び O(m)領域で解くことができる．

2. PA，FAを用いるならば，所属問題を O(s2n)時間，O(s2)領域で解くことができる．

上記は最悪の場合であり，実際の実行時間は得られたオートマトンのサイズに依存する．

従って，PAや FAではかなりサイズの小さいオートマトンになることもあり，そのときは高

速に動作する．なお，現在知られているアルゴリズムのなかで最悪の実行時間が最も良いも

のは，Myers4)によって与えられた O(mn/ logn)時間アルゴリズムである．

決定性有限オートマトンを利用したアルゴリズムに関しても研究されている．決定性有限

オートマトンは，次の遷移が一意に決まるため，オートマトンが与えられれば，O(n)時間で

所属問題を解くことができる．しかし，決定性有限オートマトンにおける最も大きな問題は，

その状態数が正則表現の長さに対し指数的に増大することである．そのため，できるだけコ

ンパクトな決定性有限オートマトンを生成する手法に関する研究が行われている．例えば，

Navarro5)らは PAからコンパクトな決定性有限オートマトンの表現方法を与えた．彼らは，

PAの特別な性質，すなわち，任意の状態に対し，その状態に入る遷移はすべて同じ記号に

よるという性質，を利用した．山本6)は，dual position automaton（dual-PA）を用いた決定

性有限オートマトンのコンパクト表現と所属問題のためのアルゴリズムを与えた．Dual-PA

は，PAとは逆に，任意の状態に対し，その状態から出ていく遷移がすべて同じ記号による．

このオートマトンもまた TA から直接構成することができる．

2--4--4 正則文法と正則言語

形式文法 Gは，G = (V,T,P,S)の 4項組で定義される．ここで，V は非終端記号の集合，

T は終端記号の集合で V ∩ T = ∅，Pは書き換え規則（生成規則）の集合，S ∈ V は開始記号

である．正則文法とは，書換え規則がすべて，A→ aBまたは A→ aのかたちをした形式文

法である．ここで，A,B ∈ V，a ∈ T である．この定義だけでは，空記号列 ε を生成できな

いため，開始記号についてのみ S→ ε を許す．形式文法が生成する言語 L(G)は，開始記号

Sから出発し，書換え規則を任意の回数適用することによって得られる終端記号列の集合で

ある．すなわち，L(G) = {x ∈ T∗ | S ∗→ x}と定義される．このとき，有限オートマトンと等
価な関係として，以下の結果が成り立つ．

定理 2--4.2 任意の正則文法 Gに対し，L(G)を受理する非決定性有限オートマトンを構成す

ることができる．逆に，任意の決定性有限オートマトン M に対し，M が受理する言語を生

成する正則文法を構成することができる．

このように，正則文法が生成する言語もまた正則言語である．正則文法の書き換え規則を

少し拡張し，すべての規則が，A→ wBまたは A→ wのかたちをした文法を考える．ここ

で，A,B ∈ V，w ∈ T∗ である．このような文法は右線形文法（right-linear grammar）と呼ば

れる．同様に，すべての規則が，A→ Bwまたは A→ wのかたちをした文法は，左線形文

法（left-linear grammar）と呼ばれる．そのとき，以下の定理が成り立つ．この定理から，右

線形文法や左線形文法まで拡張したものを正則文法と定義する場合もある1)．

定理 2--4.3 右線形文法や左線形文法によって生成される言語は正則言語である．
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■6群 -- 2編 -- 2章

2--5 量子オートマトン
（執筆者：中西正樹）［2008年 12月受領］

量子オートマトンは量子計算機のシンプルなモデルであり，使用できる計算資源の違いに

より，様々なものが提案されている．本節では，そのなかでも量子有限オートマトンに焦点

を絞り，説明する．

2--5--1 量子有限オートマトンの定義

量子有限オートマトン2, 3)は確率有限オートマトンを量子計算モデルに拡張したものであり，

量子計算機のモデルのなかで最もシンプルなものの一つである．ヘッドが左右 2方向に動くこ

とができる 2方向量子有限オートマトンの定義は以下のとおりである．2方向量子有限オート

マトンは次の 6項組で定められる：M = (Q,Σ, δ,q0,Qacc,Qre j).ここで，Q,Σ,q0,Qacc,Qre j は

それぞれ，状態の有限集合，有限の入力アルファベット，初期状態，受理状態の集合，非受理状態

の集合であり，Qacc ⊂ Q, Qre j ⊂ Q, Qacc∩Qre j = ∅である．確率有限オートマトンでは，状態遷
移に「確率」が割り当てられているが，量子有限オートマトンでは，状態遷移に量子計算の特徴で

ある「確率振幅」が割り当てられており，状態遷移関数は δ : Q×Σ∪{#,$}×Q×{−1,0,+1} −→ C

として与えられる．ここで，#と $は Σに含まれない終端記号である．確率有限オートマト

ンと比べると，状態遷移関数の値域が非負実数から複素数に拡張されていることが分かる．

δ(q, a,q′,D) = αは状態 qで入力記号 aを読んだときに状態 q′ に遷移して入力ヘッドを D

（-1:左，0:移動せず，+1:右）の方向に移動する確率振幅が αであることを表す．2方向量子

有限オートマトンの時点表示は (q, k)（q : 状態，k : ヘッド位置）で表される．ここで，各時

点表示に対して，次のような列ベクトル |q,k〉への対応づけを考える．

• |q,k〉は n|Q|行 1列の列ベクトルである（ただし，nは入力長）．

• (q,k)に対応する行が 1，それ以外の行は 0である．

{|q,k〉 |q ∈ Q,k ∈ {1, . . . ,n}}で張られるヒルベルト空間の任意のノルム 1の要素のことを時点

表示の重ね合せと呼び，量子計算モデルはその特徴として，時点表示の重ね合せを保持する

ことができる．また，状態遷移関数 δは量子力学に起因する制約上，以下の性質を満たさな

ければならない．ここで，入力 xに対し，次のように状態遷移関数を行列 Ux（時間発展行

列と呼ばれる）を用いて表現することを考える．

Ux(|q,k〉) = Σq′∈Q,D∈{−1,0,1}δ(q, x(k), q′,D)
∣∣∣q′, k + D

〉
,

ただし， x(k)は入力 xにおける k番目の入力記号である．このとき，Ux はユニタリ行列で

なければならない．つまり，UxUx† = Ux†Ux = I である．ここで，Ux† は Ux の共役転置

行列である．

2方向量子有限オートマトンの動作を説明する前に，いくつかの表記を定義しておく．|Ψ0〉 =

|q0,0〉とする．また，{|q, k〉 |q ∈ Q,k ∈ {1, . . . ,n}}で張られる空間を次のような Eacc,Ere j,Enon

の三つの部分空間に分割する：Eacc = span{|q, k〉 |q ∈ Qacc}, Ere j = span
{
|q,k〉 |q ∈ Qre j

}
,
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Enon = span
{
|q, k〉 |q ∈ Q \ (Qacc∪ Qre j)

}
．更に，{Eacc,Ere j,Enon}に対する射影測定による出

力をそれぞれ「acc」，「re j」，「non」と定める．これらを基に，以下，2方向量子有限オート

マトンの動作を説明する．

1. Ux を |Ψi〉に適用し，|Ψi+1〉 = Ux |Ψi〉とする．

2. |Ψi+1〉に対して，{Eacc,Ere j,Enon}への射影測定を行う．
∣∣∣φ j

〉
を |Ψi+1〉の E j への射影

とする．ここで，j は「acc」，「re j」，「non」のいずれかである．量子力学に従うと，測

定の結果，各出力 j を確率
∣∣∣∣
∣∣∣φ j

〉∣∣∣∣
2
で得る．また，測定の結果が j であった場合，量子

状態 |Ψi+1〉は 1
||φ j〉|

∣∣∣φ j

〉
へと収縮する．

上記 1.及び 2.を「acc」もしくは「re j」が出力されるまで繰り返す．

2--5--2 量子有限オートマトンが認識する言語のクラス

ヘッドの動く方向を 1方向に限定したものを 1方向量子有限オートマトンと呼ぶ．古典有

限オートマトンでは 1方向，2方向，また，遷移の決定性，非決定性を問わず，認識できる言

語のクラスは正則言語であることが知られている（更には，多項式時間 2方向確率有限オー

トマトンが認識できる言語のクラスも正則言語である）．一方，量子有限オートマトンの場合

は，1方向モデルと 2方向モデルで能力が大きく変わることが知られている2)．具体的には，

1方向モデルでは認識できる言語のクラスが正則言語よりも真に小さく，2方向モデルでは真

に大きい（図 2・14参照）．1方向モデルでは，量子計算モデルの方が対応する古典計算モデ

ルよりも能力が弱くなるというのは興味深い結果である．これは，量子計算モデルは可逆で

なければならない，つまり，上述のように状態遷移関数がユニタリ行列（定義から，必ず逆

行列をもつ）で記述できなければならないという量子力学上の制約に起因するものである．

２方向量子有限オートマトン

各種古典有限オートマトン

＝正則言語

１方向量子有限オートマトン

図 2・14 有限オートマトンが認識する言語のクラスの包含関係

2--5--3 量子有限オートマトンの実装に必要な計算資源

ところで，2方向量子有限オートマトンの時点表示が (q, k)で与えられること，すなわち，

時点表示にヘッド位置が含まれることを考えると，このモデルを実装するのに必要な量子ビッ

ト数は入力長に依存することになる．なお，1方向量子有限オートマトンでは，常にヘッドが

右に動くことから時点表示においてヘッド位置を省略することができるため，こちらは実装

する際に必要な量子ビット数は入力長に依存しない．そこで，実装する際に必要な量子ビッ

ト数が入力長に依存しない 2方向量子有限オートマトンとして，古典ヘッド，古典有限状態

制御部及び量子有限状態制御部をもつ有限オートマトンが提案されている1)．このモデルで
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は，正則言語のほかに，{0n1n|n ∈ IN}といった言語や，回文（{w ∈ {0, 1}∗|w = wR}, wRは w

を反転した語）を認識できることが知られている．このことは，定数個の量子ビットを用い

て実装できる計算モデルにおいても，量子計算モデルに優位性があることを示している．
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