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■1群（信号・システム）-- 6編（システム制御）

3章 アドバンスト制御

【本章の構成】

本章では以下について解説する．

　　3-1 非線形制御理論

3-2 ロバスト制御理論

3-3 適応制御理論

3-4 ハイブリッド制御理論

3-5 モデル予測制御
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■1群 -- 6編 -- 3章

3--1 非線形制御理論
（執筆者：中村文一，山下　裕）［2009年 11月受領］

実際の制御システムは非線形の微分方程式としてモデル化される非線形システムが多い．

広大な非線形制御理論のなかから，本章では漸近安定化制御に絞って解説する．

本章では，特にただし書きのない場合，x ∈ Rn，u ∈ Rm，ẋ := dx/dt, ‖ · ‖はユークリッド
ノルムを表し，写像は十分な回数だけ微分可能であるものとする．また，R≥0 := [0,+∞) と

定義することとする．

3--1--1 非線形制御理論の制御対象

非線形制御理論では，主に n次元ユークリッド空間における m次元の入力付き時不変常微

分方程式として記述された，以下の制御系を取り扱う．

ẋ = f (x, u) (3・1)

ただし，xは状態，uは制御入力，f : Rn ×Rn → Rnである．式 (3・1)は状態 x，入力 uの両

方に関して非線形であるが，入力に関する非線形性は取り扱うことが難しい．そのため，非

線形制御理論の研究は主として以下の入力アフィン系を対象として進められた．

ẋ = f (x) + g(x) · u := f (x) +

m∑

i=1

gi(x)ui (3・2)

ただし， f : Rn → Rn，gi : Rn → Rn (i = 1, · · · ,m)である．

非線形制御理論では，3-1-8項で紹介するスライディングモード制御のように，不連続な入

力も取り扱う．入力 uが不連続な場合には微分方程式の解は古典的な意味では存在しない場

合もあり，そのような場合には別途特殊な解を考える必要がある1)ことには十分注意する．

漸近安定化制御は，主に静的状態フィードバック u = k(x)によって制御系 (3・1)あるいは

(3・2)の原点 0を漸近安定化することを目的とする．漸近安定性の定義を紹介しよう．任意

の原点近傍 M において，すべての t ∈ R≥0 に対して x(t) ⊂W ⊂ M であるような原点近傍W

が存在し，x(0) ∈Wに対して limt→∞ x(t) = 0であるとき，式 (3・1)の原点は局所漸近安定で

あるという．また，任意の x(0) ∈ Rn に対して x(0) ∈ Wとなるような Wが存在するとき，

原点は大域的に漸近安定であるという．

3--1--2 線形近似

制御理論は主に線形制御システムを対象として進められた．実際の制御系は非線形システ

ムであることがほとんどであるが，線形近似系に対する線形制御系は局所安定性を保持する．

制御系 (3・1)の原点 0周りで Taylor展開して一次の項まで考慮すると次式が得られる．

ẋ =
∂ f
∂x

∣∣∣∣∣
(x,u)=0

x +
∂ f
∂u

∣∣∣∣∣
(x,u)=0

u := Ax + Bu (3・3)

行列対 (A,B)が可制御であれば，システム (3・3)の原点を漸近安定化する定数係数線形状態
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フィードバック制御則 u = −Kxが存在する．K を設計するためには，極配置，LQ最適制御

理論などが利用できる．線形状態フィードバック則により式 (3・3)の原点の漸近安定性が得

られたとき，もとの非線形システム (3・1)の原点は局所漸近安定であることが保証される6)．

非線形制御理論では，主に線形近似では扱うことのできない問題である以下の問題を取り

扱う．

1. 大域的な漸近安定化問題

2. 線形近似系が可制御ではない問題

非線形制御理論全般として注意すべき点は，線形近似系に対して線形制御則を使った場合

には式 (3・1)の局所安定性が保証できるが，非線形制御則を使った場合には保証できない．

このような場合場合，元の非線形システム (3・1)に戻って安定性を検証する必要がある．

3--1--3 数学的基礎事項

（1）関数の正定性とプロパー性

非線形制御理論では，関数の正定性とプロパー性をよく利用するため，事前に定義してお

く．関数 V : Rn → Rは，V(0) = 0かつ任意の x , 0に対して V(x) > 0であるとき正定であ

るという．関数 V : Rn → R は，任意の ε ∈ R に対して集合 {x|V(x) ≤ ε} がコンパクトであ
るときプロパーであるという．関数のプロパー性はユークリッド空間上では「放射状に非有

界」であることと同義であり，適当な仮定を置くことにより位相空間上でもプロパー性は定

義される．

（2）比較関数

非線形制御理論では，比較関数と呼ばれる関数がよく利用される．連続な関数 γ : R≥0 → R≥0

は，γ(0) = 0 かつ狭義単調増加であるときクラス K 関数と呼ばれる．クラス K 関数が
limr→+∞ γ(r) = +∞ を満足するとき，γ はクラス K∞ 関数であるという．r, sの 2 変数を

持つ連続関数 β : R≥0 × R≥0 → R≥0 は，r に関してクラス K であり，r を固定したとき

lims→+∞ β(r, s) = 0であるときクラス KL関数であるという．

3--1--4 Lie 微分

常微分方程式系 ẋ = f (x) を考える．ただし， f : Rn → Rn は xに関して連続であるとす

る．微分方程式系の右辺 f (x)をベクトル場という．微分可能な関数 V : Rn → Rのベクトル

場 f による Lie微分とは次式によって定義される関数である．

L f V(x) :=
∂V
∂x

f (x)． (3・4)

なお，Lie 微分は座標変換によって不変であるなどの優れた性質を持つが，非線形制御理論

ではしばしば表記の簡略化のみのために用いられることに注意する．なお，連続的に Lie微

分を行う際に以下の記法を用いる．

LgL f V(x) =
∂(L f V)

∂x
g(x), Lk

f V(x) = L f L
k−1
f V(x), L0

f V(x) = V(x) (3・5)
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3--1--5 Lyapunov 関数と制御 Lyapunov 関数　

非線形制御理論では，特殊な例を除いて線形制御系のように解析解を求めたり，固有値解

析を行うことができない．そのため，線形制御理論において安定性判別のために重要な役割

を果たす Lyapunov関数は，非線形制御理論ではなお重要な役割を果たす．また，非線形制

御理論では漸近安定化制御則設計において制御 Lyapunov関数 (CLF)と呼ばれる関数がしば

しば利用されているため合わせて紹介する．

（1）Lyapunov関数を用いた安定性の判別法

正定かつ微分可能な関数 V : Rn → R≥0，及び，常微分方程式系 ẋ = f (x) を考える．ただ

し， f : Rn → Rn は xに関して連続であると仮定する．関数 V が任意の x ∈ Rn\{0}におい
て V̇ = ∂V/∂x · f (x) < 0を満たすとき，V は Lyapunov関数であると言われる．Lyapunov関

数が存在するとき，以下の定理が成立する．

定理 1 Lyapunov関数 V が存在するとき，微分方程式系の原点 0は局所漸近安定である．V

がプロパーであれば原点は大域的に漸近安定である．

なお，f が不連続な場合には ∂V/∂x · f (x) < 0では不十分であり，∂V/∂x · f (x) < −W(x)を

満たす正定な連続関数W : Rn → Rが存在する必要がある．この関数対 (V,W) は Lyapunov

対と呼ばれる．

（2）制御 Lyapunov関数

制御システム ẋ = f (x, u)を考える．正定，プロパーかつ微分可能な関数 V : Rn → R≥0 に

対し，∂V/∂x · f (x,u) < −W(x)を満たすような入力 uと正定な連続関数Wが存在するとき V

は制御 Lyapunov関数 (CLF：Control Lyapunov Function)であるという．原点を漸近安定化

する静的連続状態フィードバック制御則 u = k(x)を設計する問題を考える際には，この CLF

の条件は ∂V/∂x · f (x, u) < 0で十分なことに留意する．

更に，任意の ε > 0に対し，xが 0 ≤ ‖x‖ ≤ δを満たすならば ‖u‖ < εかつ ∂V/∂x· f (x, u) < 0

である uが存在するような δ が存在するとき，CLF V は小入力特性 (SCP：Small Control

Property)を持つという．小入力特性は ε− δ論法で表記されているため少し分かりづらいが，
入力をどれだけ小さくしてもかならず安定化可能であるような 0近傍が存在することを意味

している．なお，CLFが SCPを持たない場合には，その CLFを用いて原点で連続な入力は

設計できない．

3--1--6 フィードバック線形化

線形可制御なシステムに対しては LQ最適制御などにより状態フィードバック制御則が設

計できるが，一般的に，非線形システムの原点を大域的に安定化するような統一的な制御設

計法は存在しない．そのため，座標変換と入力変換により制御対象を線形化する手法が検討

された．以下これを紹介する．

（1）入出力線形化

フィードバック線形化において，実用上最も使いやすいものが入出力線形化である．入出

力線形化では以下の制御系を考える．

ẋ = f (x) + g(x)u, y = h(x) (3・6)
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任意の x ∈ Rn に対して次式が成立すると仮定する．

LgLi−1
f h(x) = 0, i = 1,2, . . . , ρ− 1, LgLρ−1

f h(x) , 0 (3・7)

このとき，ξ = [h(x), · · · , Lρ−1
f h(x)]T , Cc = [1, 0, · · · , 0]とおけば次式が得られる．

ξ̇ = Acξ + Bcγ(x)[u − α(x)] (3・8)

η̇ = f0(η, ξ) + g0(η, ξ)u (3・9)

y = Ccξ (3・10)

ただし，ηは [ξ, η]T が xの座標変換になるように選んだ変数とする．座標変換をうまく選ぶ

と g0 = 0とできる場合があり，この場合に出力 y = 0における ηのダイナミクス η̇ = f0(η,0)

をゼロダイナミクスといい，ゼロダイナミクスが漸近安定であるとき非線形システムは最小

位相系であるという．非線形システムが最小位相系であるとき，ξ に関する線形部分システ

ムに線形フィードバック制御則を利用してもシステム全体としての漸近安定性は保証できな

い．しかしながら，ηに関する部分システム (3・9)が 3-1-9項で紹介する入力状態安定（ISS）

であるときには，原点は大域的に漸近安定である．

（2）全状態フィードバック線形化

前項で紹介した入出力線形化は出力を微分していくことで線形化する手法であり非常に分

かりやすい．しかしながら，ゼロダイナミクスの問題が発生するため面倒なこともある．ゼロ

ダイナミクス問題が発生しない線形化法として全状態フィードバック線形化が知られている．

全状態フィードバック線形化問題では，以下の制御系を考える．

ẋ = f (x) + g(x)u (3・11)

全状態フィードバック線形化可能であるための条件は，写像 λ(x) = [λT
1 (x), . . . , λT

m(x)]T が存

在し，次式で定義される写像 M(x) が任意の x ∈ Rn に対して正則になることである．詳細

は4)を参考にしていただきたい．

M(x) =



Lg1 Lr1−1
f λ1(x) · · · LgmLr1−1

f λ1(x)
...

. . .
...

Lg1 Lrm−1
f λm(x) · · · LgmLrm−1

f λm(x)


(3・12)

ただし，任意の i ∈ [1,m]に対して λi : Rn → Rr i であり，r1 + · · · + rm = nを満たすものと

する．

ここで，以下の条件を満たす座標変換 ξ = φT
c (x) = [φT

c1
(x), . . . , φT

cm
(x)]，座標変換 u =

αc(x) + βc(x)uc を考える．

αc(x) = −M−1(x)[Lr1
f λ1(x), . . . , Lrm

f λm(x)]T , βc(x) = M−1(x)　 (3・13)

φT
ci

(x) = [λ i(x), L f λi(x), . . . , Lr i−1
f λi(x)] (3・14)
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このとき，システムは次式の線形システムに変換される

ẋc = Acxc + Bcuc (3・15)

全状態フィードバック線形化に関しては様々な研究が行われているが，φc は考える問題に

応じて探す必要がある．更に，行列対 (Ac, Bc) は非線形システムの線形近似系における行列

対 (A,B)とは異なる．

(Ac, Bc) を (A,B) にあわせるためにロバストフィードバック線形化が知られている．全状

態フィードバック線形化が可能なシステムに対して，写像 α(x) = αc(x) + βc(x)LT−1φc(x)，

β(x) = βc(x)R−1，φ(x) = T−1φc(x)，L = −M(0)(∂αc/∂x|x=0)，T = ∂φc(x)/∂x|x=0，R = M−1(0)

を用いた座標変換 u(x, v) = α(x) + β(x)vと入力変換 z = φ(x)を行うことにより以下の線形シ

ステムが得られる．

ż = Az+ Bv (3・16)

（3）フィードバック線形化を利用した状態フィードバック制御系設計

入出力線形化，全状態フィードバック線形化を行ったシステムに対し，線形状態フィード

バック制御則 uc = −Kxを利用すれば原点は大域的に漸近安定である．しかしながら，フィー

ドバック線形化は非線形項を入力によってキャンセルするため問題が生じる可能性がある．

これらの場合，線形システムに対する Lyapunov関数に対して座標変換を逆に施せば元の非

線形システムに対する CLFとなることを利用し，3-10-3項で紹介する CLFを利用した制御

則を設計することが望ましい．

3--1--7 バックステッピング

フィードバック線形化は非線形システムに対する強力な制御系設計法であるが，利用でき

ない場合もある．このような場合に対する有効な方法の一つとしてバックステッピング法が

知られている6)．

バックステッピング法では以下の厳密フィードバックシステムと呼ばれるシステムを制御

対象として考える．

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2

ẋ2 = f2(x1, x2) + g2(x1, x2)x3

...

ẋn = fn(x1, x2, · · · , xn) + gn(x1, x2, xn)u

(3・17)

バックステッピング法は 1 段ずつ仮想入力を設計していくことにより最終的に u を設

計する手法である．まず，仮想的に入力を x2 とする CLF として V1 = x2
1 と選ぶ．次に，

L f1V + Lg1Vφ1(x1) < 0となる φ1を設計する．ここで，新しい変数として ξ2 = x2 − φ1(x1)と

する．次に，x3を仮想入力とする CLFとして V2 = V1 + ξ2と選ぶ．同様に，φ2, ξ2, · · · を選
んでいくと，最終的に入力 uを設計することができる．バックステッピング法では直接的に
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漸近安定化制御則を設計することもできるが，より強力な利用法は制御 Lyapunov関数の設

計法として利用することであろう．

3--1--8 スライディングモード制御

スライディングモード制御は，安定超平面へ有限時間で静定させることにより制御を行う

手法である6)．

（1）安定超平面

非線形制御系 ẋ = f (x) + g(x) · u，及び，常に Lss(x) , 0である微分可能な関数 s : Rn → R

を考える．xが常に s(x) = 0を満たすならば limt→∞ x(t) = 0を保証できるとき，s(x)は安定

超平面であるという．

（2）スライディングモード制御

スライディングモード制御は，基本的に状態量 xを有限時間で安定超平面に収束させる制

御である．制御の実現法は様々なものがあるが，最もよく知られるものは m = 1である 1入

力システム ẋ = f (x) + g(x)uに対する以下の制御則である．

u = −L f s(x)

Lgs(x)
− sgn(s(x) · Lgs(x)) (3・18)

ただし，sgn(·)は次式のように定義される符号関数である．

sgn(x) =



1 (x > 0)

0 (x = 0)

−1 (x < 0)

(3・19)

制御則 (3・18)により，状態 xは有限時間で超平面 s(x) = 0に到達し，その結果としてシス

テムの漸近安定性が保証される．

3--1--9 入力状態安定性

これまでの議論では，外乱のない制御系を考えた．外乱除去は制御理論において重要な問

題であり，非線形制御理論でも多数の研究が行われた．そのなかでも汎用的かつ整理された

体系が得られている入力状態安定性（ISS）について説明する5)9)．

外乱を dとする常微分方程式系 ẋ = f (x, d) を考える．任意の初期値 x(0) = x0 ∈ Rn と有

界な外乱 d(t)に対し，任意の t ∈ R≥0において次式を満たすようなクラス KL関数 βとクラ

ス K 関数 γ が存在するとき，システムは ISS（Input-to-State Stable）であるという．

‖x(t)‖ ≤ β(‖x0‖, t) + γ

(
sup
τ∈[0,t]

‖d(τ)‖
)

(3・20)

ISSは初期状態を考慮に入れた有界状態有界入力安定である．ISSは非常に便利な概念で

あり，例えば 3-1-6項で紹介した入出力安定化を行った際の η に関する部分システムが ISS

であれば，システム全体の漸近安定性が保証できる．

ISSを利用する際にも Lyapunov関数はよく用いられる．任意の x,uに対して α(‖x‖) ≤
V(x) ≤ α(‖x‖) を満たすようなクラス K∞ 関数 α, α と，x が ‖x‖ ≥ χ(‖u‖) であるならば
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L f (x,d)V ≤ −µ(‖x‖)が成立するK 関数 χ, µが存在するとき，関数 V : Rn → R≥0を ẋ = f (x, d)

に対する ISS Lyapunov関数という．システムが ISSであることと，ISS Lyapunov関数が存

在することは等価であることが知られている．

なお，線形システムに対する H∞ 制御に対応する，非線形システムに対する外乱抑制制御
として ISSと CLFを利用したものがよく用いられる3)．

3--1--10 制御 Lyapunov 関数を用いた状態フィードバック制御則設計

非線形制御系に対して CLFが得られている場合には簡単に漸近安定化制御則が設計できる．

関数 V : Rn → R≥0 をシステム ẋ = f (x) + g(x)uに対する制御 Lyapunov関数とする．こ

のとき，以下の制御則は原点を大域的に漸近安定化する7)9)．

u(x) =


−L f V(x) +

√
L f V2(x) + ‖LgV(x)‖4
‖LgV(x)‖2 · LgVT (x) (LgV(x) , 0)

0 (LgV(x) = 0)
(3・21)

制御則 (3・21)は，Rn\{0}上で連続，かつ，V(x) が小入力特性を満たすならば原点でも連続

である．

更に，制御則 (3・21)は，ゲイン余裕 [1/2,∞) を保証する．すなわち，g(x) が κg(x) に変

化しても，κ ∈ [1/2,∞) であればシステムの漸近安定性は保持される．フィードバック線形

化したシステムを線形制御則によって安定化すると，例え線形制御則に LQ最適制御を使っ

てもゲイン余裕は保証できないため，入力部のパラメータ誤差があるようなシステムに対し

てはフィードバック線形化は CLF設計法として利用し，制御則は式 (3・21)を使用すること

が望ましい．

3--1--11 難しい問題

さて，ここまでに述べた内容は，比較的線形に近い問題である．これは，非線形制御理論

では未解決問題が山積みしていることに起因する．例えば，線形制御理論で重要な役割を果

たすオブザーバは非線形システムに対して統一的に設計する方法は得られていない．フィー

ドバック線形化に類似した手法もオブザーバ設計に対しては非常に限定された場合にしか適

用できない．

更に，非線形制御系 (3・1)が与えられたときに，原点が安定化可能であるかも完全にはわ

かっていない．非ホロノミックシステムに代表される，非線形システムとしては可制御であ

るが線形近似系は可制御ではないというようなシステムの漸近安定化問題は非常に難しい．

また，ユークリッド空間とは位相幾何学的に異なる空間における漸近安定化制御問題も同様

に難しい問題として残されている．
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■1群 -- 6編 -- 3章

3--2 ロバスト制御理論
（執筆者：浅井　徹）［2008年 10月受領］

3--2--1 ロバスト制御の背景と目的

制御系を設計する際には，閉ループ系が安定であることだけでなく，目標値への追従や外

乱の除去などに関して，可能な限り高い性能を達成することが要求される．しかし，一般に

安定性と性能はトレードオフの関係にあり，無限に高い性能を達成することはできない．そ

こで，閉ループ系の安定性を確保しつつ，如何にして高い性能を達成するかが制御系設計の

大きな課題である．

制御系設計に限らず，一般に設計プロセスには多数の要因が相互に複雑に絡むために，様々

なレベルでの試行錯誤が要求される．制御系設計では，多くの場合，閉ループ系の応答を観

察しながら補償器のパラメータを調整する，といった形での試行錯誤が行われる．その際，

試行錯誤の負担を軽減するために，補償器に PIDなどの比較的単純な構造を仮定して探索す

るパラメータを限定することがよく行われる．このような設計は確かに簡便ではあるが，パ

ラメータ調整の際に安定性と性能を同時に考慮する必要があるため，試行錯誤に相当量の時

間/コストを要することがある．また，補償器の構造が単純であるがために，十分な性能が得

られないこともある．それにも関わらず，調整プロセスを終了させる明確な判断基準がない

ために，本来は達成できない性能を達成しようとして不毛な調整を続けてしまう事態に陥る

場合もある．

これに対し，制御対象の数理モデルを構築し，そのモデルに基づいて補償器設計を考えれ

ば，安定性を保証する補償器のパラメトリゼーションや高い性能を達成する補償器の合成∗，
更には達成可能な性能の限界を明らかにすることも可能となる．補償器の KYJB パラメト

リゼーションや最適制御理論はこのようなことが実際に可能であることを示す代表的な例で

ある．

このように制御対象のモデルが得られれば，制御系設計プロセスを効率化することが可能

となる．しかしながら，現実には以下に挙げるような状況があり，そもそも制御対象の完全

なモデルを得ることはほとんど不可能であることも事実である．

• パラメータ同定やシステム同定を行うためには制御対象の入出力信号を実測する必要
があるが，それらの信号にはモデルに陽に含まれていない要因（例えば摩擦）の影響

や雑音などが含まれるため，システムの動特性やパラメータ値を正確に求めることが

できない

• ある時点での物理パラメータの値を求まることができたとしても，材料の経時変化に
よってパラメータの値が変化することがある．

• 大量生産製品では個体差が存在するので，得られる物理パラメータの値は一般に個体
ごとに異なる．

∗ 要件を満足する補償器を導出するアルゴリズムを与えること．
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また，仮に精密なモデルが得られたとしても，それを制御系設計に直接用いることが適当

ではないことも多い．例えば，柔軟振動系やむだ時間を有するシステムは無限次元系であり，

その特性をそのまま用いた制御系設計は取り扱いが難しい問題となる．また，対象が非線形

性を有する場合にも，その特性をそのまま用いた制御系設計は取り扱いが難しくなる．この

ような場合には，得られているモデルを近似する低次のモデル/線形のモデルを構築し，その

モデルに基づいて設計を考えることも行われる．このような場合にも，近似モデルの特性は

精密なモデルや現実の制御対象の特性に厳密に一致することはない．

上記のような理由から，通常，制御対象のモデルを一つ定めたとき，そのモデルと現実の

制御対象との間の誤差は避けられない．そのようなモデルは制御対象のおおよその特性を表

現するモデルであるので，公称プラントあるいはノミナルプラントと呼ばれる．ノミナルモ

デルを過信して補償器を設計すると，現実の閉ループ系で設計時に想定した性能が得られな

いだけでなく，最悪の場合，制御系は不安定になることもある．

これを具体例を用いて示す．例えば，図 3・1 の青色の応答は，次の伝達関数

P(s) = P0(s) e−sL, P0(s) =
1

s2 + 0.3s+ 1
, L = 0.6

のステップ応答を示したものである．この制御対象には 0.6秒のむだ時間があるが，それを

厳密に考慮すると設計が複雑になる．そこで，このむだ時間を無視し，残りの 2次伝達関数

P0(s)に対して制御系を設計することを考える．この場合，P0(s)がノミナルプラントとなる．

図 3・1の黒色の応答は P0(s)のステップ応答である．
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図 3・1 開ループ系のステップ応答
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図 3・2 閉ループ系のステップ応答

P0(s)を用いてある補償器を設計し，それと P0(s)との閉ループ系のステップ応答を求める

と図 3・2 の黒色の応答が得られる．しかし，この補償器を P(s)に接続すると，その閉ルー

プ系のステップ応答が図 3・2の赤色の応答となることから，閉ループ系は不安定になること

が分かる．このことから，現実の制御対象とモデルの間の誤差を無視して制御系の設計を行

うと，せっかく補償器を設計しても実際の制御対象には適用できないものとなることがある．

上記のような事態を回避しつつも，なおかつモデルを用いた効率的な設計を行うためには，

制御対象のノミナルモデルだけでなく，ノミナルモデルと制御対象の間の誤差の情報をも設

計プロセスに取り込む必要がある．もちろん，近似モデルしか得られない/使えない以上，誤

差を厳密に評価することもできない．そこで，誤差そのものではなく，誤差の範囲を表す情
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報を用いて制御系を設計することを考える．例えば，制御対象のあるパラメータ pが 1から

5までの間に存在するが，それ以上の詳細が分からない場合には，pが 1から 5の範囲のど

の値をとっても制御系が安定となるような補償器を設計することを考える．

一般に，制御対象とモデルとの間に誤差があっても，制御系の安定性や必要な性能などが

維持される性質を制御系のロバスト性と呼ぶ．更に，必要なロバスト性を有する制御系を不

確実さの情報も含んだモデルに基づいて設計する枠組を「ロバスト制御」という．ロバスト

制御問題を一般的に定式化すると，制御対象の集合 Pが与えられたとき，Pに属する任意の
対象 P ∈ Pに対して安定性や性能が保証されるような一つの補償器を設計する問題となる．
ただし，任意の集合 Pに対して一様に適用可能な万能な設計法を与えることは困難であるの
で，実際には Pに何らかの構造を仮定することで，その構造に応じた設計法を考えることに
なる．そのような仮定には，例えば周波数領域で Pを定める場合や，制御対象のパラメータ
の変動の形で Pを定める場合などが提案されている．
現在までに提案されている様々なロバスト制御系設計法のうち，H∞ 制御と呼ばれる手法は
最も代表的なものである．詳細は後述するが，H∞ 制御を用いれば周波数領域で特徴づけら
れた Pに対してロバストな制御系を構成することができる．例えば，前述の例のようにむだ
時間を無視することは，むだ時間要素 e−sLを伝達関数 1で近似することに相当する．このと

き，近似誤差 δ(s) = e−sL−1のゲイン特性は bf図 3・3 のようになる．これに対し，伝達関数

W(s) =
2.5s
s+ 3

を用いると |δ( jω)| ≤ |W( jω)|の関係が成り立つ（図 3・3）．よって，W(s)は誤差の存在範囲

を与える伝達関数となっている．このような役割を果たす伝達関数を周波数重み関数と呼ぶ．

このW(s)，P0(s)に対して H∞ 制御（を若干拡張した手法）を用いると，P0(s)，P(s) それ

ぞれに対する閉ループ系のステップ応答が図 3・4 のようになる補償器を設計することができ

る．図 3・4から明らかなように，むだ時間要素の特性を直接には用いていないにも関わらず，

P0(s)だけでなく P(s)に対しても閉ループ系が安定になっている．
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図 3・3 δ(s)，W(s)のゲイン線図
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図 3・4 閉ループ系のステップ応答

図 3・4と図 3・2を比較すると，図 3・4の場合には図 3・2の場合よりも P0(s)に対する応答

がかなり遅いことが分かる．これは，一つの K(s)で P0(s)，P(s)双方を扱わなければならな
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いために，おおよそこの程度の性能で限界に達するためである．ただし，e−sLをより高次の伝

達関数で近似するなどして近似誤差を小さくすれば，より良い性能を得ることは可能である．

3--2--2 H∞ 制御理論
ここでは，最も代表的なロバスト制御系設計法である H∞ 制御のごく基礎的な部分につい

て説明する．H∞ 制御は安定化だけでなく，外乱抑制性能の最適化などにも用いることがで
きる枠組みである．しかしながら，ここではロバスト性を確保するメカニズムを説明するた

めに，その最も基本的な問題である安定化問題に着目する．また，説明を簡単にするために，

以降では一入出力系のみを扱う．理論の枠組自体は多入出力系の場合も同様である．

H∞ 制御で想定している集合 Pは図 3・5 に示されるようなものである．ここで， ∆は以

下の集合である．

∆ = {∆(s) :∆(s)は安定, ‖∆‖∞ ≤ 1} (3・22)

‖ · ‖∞ は任意の安定な伝達関数 P(s)に対して

‖P‖∞ = sup
ω
|P( jω)| (3・23)

と定義されている指標で，H∞ ノルムと呼ばれている．式 (3・23)から分かるように，H∞ ノ
ルムは伝達関数の最大ゲインを表している．そもそも「ノルム」とは何かの大きさを表す指

標のことを指すので，H∞ ノルムを用いることは最大ゲインを伝達関数の大きさを表す指標
として考えることを意味している．式 (3・22)で定義される ∆は，H∞ ノルムの意味で大きさ
が 1以下の伝達関数の集合を定めたものである．

G¾ ¾

- ∆

¾

図 3・5 P

一方，G(s)は 2× 2のサイズの伝達関数行列である．G(s)を

G(s) =


G11(s) G12(s)

G21(s) G22(s)

 (3・24)

と分割すると，図 3・5のシステムの入出力関係は各 ∆(s) ∈ ∆に対して以下の式で与えられる．

G22(s)+ G21(s)∆(s)(I −G11(s)∆(s))−1 G12(s) (3・25)

式 (3・25)は ∆(s)とG(s)の上側線形分数変換（upper Linear Fractional Transformation：upper

LFT）と呼ばれている．

図 3・5や式 (3・25)を用いると，周波数領域で不確かさが定められるようなシステムをモ
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デル化することができる．例えば，前節の例に挙げたむだ時間付きの 2 次振動系の場合，

|δ( jω)| ≤ |W( jω)| の関係が成り立つことから δ(s) ∈W(s)∆と書くことができる．よって，次

式の関係が得られる．

P(s) = P0(s) e−sL = P0(s)(1+ δ(s)) ∈ P0(s) + P0(s) W(s)∆

このことは，P(s)が次のG(s)を用いた式 (3・25)でモデル化できたことを意味している．

G(s) =


0 1

P0(s)W(s) P0(s)



このようなモデル化によって，本来有限次元システムである P(s) の存在領域を有限次元の

P0(s)とW(s)を定めることで書き表すことができる．ほかにも，実験条件によって異なる周

波数応答が得られる場合には，適当なG(s)を定めることによって，実験で得られたすべての

周波数応答が式 (3・25)の周波数応答の集合に含まれるようにすることができる．

制御対象の存在範囲が図 3・5が与えられたとき，図 3・6 の制御系がすべての ∆ ∈ ∆に対
して安定になるような補償器 K(s)を設計すれば実際の制御対象も安定化することができる．

このように，与えられた集合のすべての要素を安定化することを一般にロバスト安定化とい

う．図 3・6は ∆ を含む系であるので，これをロバスト安定にする K(s) を求めるためには，

それを可能にする原理が必要である．以下の定理はその原理を与えている．

G

- K

¾

- ∆

¾

図 3・6 ロバスト安定化問題

定理 2 与えられた伝達関数 Pcl(s)に対して，図 3・7 で与えられるフィードバック接続を

考える．このとき，図 3・7がロバスト安定であるための必要十分条件は，Pc`(s)が安定で

‖Pc`‖∞ < 1が成り立つことである．

図 3・7の Pcl(s)は図 3・6から ∆を除いた部分，すなわち，図 3・8 の閉ループ系に対応す

る伝達関数である．定理 2は一巡伝達関数のゲインが 1未満であれば閉ループ系が安定にな

ることを意味しているので，スモールゲイン定理と呼ばれている．

定理 2より，図 3・6がロバスト安定になるためには，図 3・8の wから zまでの伝達関数

が安定で，その H∞ ノルムが 1未満となることが必要十分であることが分かる．よって，そ

のような条件を満足する K(s)を求めることができれば，その K(s)は図 3・6のロバスト安定

化問題の解となる．この設計問題は ∆を含まない設計問題であるので，図 3・6に対して直接

設計問題を考えるよりも，その扱いが格段に容易になっていることに注意されたい．
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図 3・8 H∞ 制御系設計

3--2--3 H∞ 制御系設計法
以上のように，ロバスト安定化問題は図 3・8の閉ループ系に対する設計問題に帰着される．

これは H∞ ノルムを規範とする設計問題である．詳細は省略するが，H∞ ノルムはロバスト
安定性だけでなく，周波数応答の整形や外乱抑制能力の評価にも用いることができる．そこ

で，H∞ ノルムを規範とする設計問題をより一般的な形で定義しておけば，より広い範囲の
制御問題にも適用可能となる．よって，ここでは以下の条件を満足する K(s)を求める問題を

考える．

• 図 3・8の閉ループ系を内部安定にする．

• wから zまでの伝達関数の H∞ ノルムを γ未満とする．

ここで内部安定とは，不安定な極零相殺がなく，かつ安定であるという意味である．G(s)は

一般化制御対象あるいは一般化プラントと呼ばれる伝達関数行列である．ロバスト安定化問

題の場合には，制御対象を図 3・5でモデル化することによって G(s)が得られる．より一般

には，G(s)はロバスト安定性や外乱抑制などの制御仕様を達成するために設計者によって定

められるものである．本質的にはG(s)には以下の情報が含まれる．

• ノミナルプラント，周波数重み関数などの伝達関数

• ∆，K(s)が接続される入出力端子

• 上記の要素間の接続関係（結線構造）

設計者はこれらをブロック線図で表現し，それをG(s)とする．

与えられたG(s)に対して上記の条件を満足する K(s)を求める問題を H∞ 制御問題という．
H∞ 制御問題を解く場合には，与えられた γ に対して解を求める場合もあれば，γを最小化

する解を求める場合もある．ロバスト安定化問題の場合には γ = 1を与えて解けばよい．外

乱抑制を行う場合には γの最小化が求められる．

H∞ 制御問題は K(s)の構造を規定しないので，条件さえ満足すればどのような K(s)を用

いて解を求めてもよい．例えば，PID補償器のパラメータを調整することで上記の条件を満

足できるのであれば，それでも構わない．しかしながら，一般にそのような調整にはかなり

の試行錯誤が必要となる．また，内部安定化する K(s)や所望の γを達成する γが得られな

かったとき，そもそも本質的に得られない問題なのか，あるいは，K(s)の構造やパラメータ

の探索方法が良くないために得られないのかを判断することができない．

一方，H∞ 制御問題には複数の解法が知られている．それらの解法を用いれば，問題の可
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解性や，また可解である場合には γの最小値を必要十分の意味で判定することが可能である．

また，問題が可解であれば，G(s)と同じ次数の K(s)が必ず存在することも知られている．

よって，そのような解法を用いれば効率的に K(s)を設計することができる．更に現在では，

MATLAB 上に H∞ 制御問題の解を与える数値計算パッケージが構築されているので，解法
の実行そのものも容易である．

G(s)を適切に構成すれば，H∞ 制御を用いてロバスト安定化を保証しつつ，外乱抑制を達
成することも可能である．図 3・4はそのような方法で設計した例である．ロバスト制御以前

の従来の制御系設計は，ノミナルプラントのみを用いていた．一方，ロバスト制御ではノミ

ナルプラントの他に不確かさもモデル化する必要があるので，従来よりもモデリングには多

くの労力を要する．ただし，このようにして不確かさもモデル化すれば，現実の制御対象に

対して，性能と安定性に関する実質的なトレードオフを陽に扱うことが可能となる．その際，

不確かさの大きさは性能を制約するものとして働く．例えば，上記の例では，W( jω) のゲイ

ンが大きいほど，不確かさの見積りは大きくなり，結果として得られる性能は悪くなる．よっ

て，不確かさを見積もる際には，W( jω)のゲインができる限り小さくなるようにW(s)を与

えなければならない．

3--2--4 より深く知るために

精力的な研究が行われた結果，これまでにロバスト制御に関する幅広い知見が得られてい

る．そのすべてを網羅することはそもそも不可能であるが，おおよその雰囲気を捕みたいと

いう場合には解説記事1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14) が参考になる．成書については，文献 15)

（和訳16)）17) を参考にされたい．ロバスト制御で用いられる理論は，制御系を入出力システ

ムとして捉えることによって得られる様々な結果に基づいている．入出力システムの解析に

ついては文献 18)に基礎的かつ重要な事柄が説明されている．ロバスト制御理論あるいは H∞
制御理論については，ほかにも幾つかの教科書 19) 20) 21)（和訳22)）23) 24)が出版されている．

ここでの解説は主に H∞ 制御系設計の問題設定を中心に解説を行ってきたが，H∞ 制御はロ
バスト制御の初歩的な手法であり，実用に際して十分な性能を達成できないことがある．そ

のような場合に，閉ループ系のロバスト性をより詳細に解析するための手法として µ解析25)

26)，IQC 27) 28) などに関する研究も行われている．ただし，これらの解析を厳密に行うため

の計算は非常に困難なものであり，現実には何らかの緩和を考える必要がある．それらの解

析に基づいた設計に関しても同様であり，実用上は H∞ 制御系設計問題を適宜修正して間に
合わせているのが現状である．

一方，最近になって数値最適化を前提にした解析・設計手法も用いられるようになってい

る．特に，問題が線形行列不等式（LMI）で記述されれば凸最適化手法を用いて効率的に解

が得られることが明らかとなったことから，LMI を前提にした様々な理論が展開されるよう

になった．LMI 及び関連する凸最適化手法については，教科書 29) 30) を参考にしていただき

たい．
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3--3 適応制御理論
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■1群 -- 6編 -- 3章

3--4 ハイブリッド制御理論
（執筆者：井村順一）［2009年 9 月受領］

3--4--1 ハイブリッドシステム

ハイブリッドダイナミカルシステム（以下，略してハイブリッドシステムと呼ぶ）とは，離

散ダイナミクスと連続ダイナミクスが混在したシステムのことである．離散変数と連続変数

が混在したシステム，あるいは，より踏み込んで，事象駆動システムと時間駆動システムが

混在したシステムなどと説明されることもある．「ハイブリッドシステム」という用語及び

概念は新しいものではなく，1966年にWitsenhausen1)が既に用いている．ところが，それ以

後，研究の進展はほとんどなく，1990年頃になって，それまで離散事象システムを研究して

きたコンピュータ科学の分野の研究者が，実世界（連続時間連続信号）と相互作用する離散

事象システム（リアクティブシステム）や，連続時間の概念を取り入れた時間付きオートマ

タなどを研究し始めたのを契機に，そして，それと同調するようにシステム制御の分野でも

ハイブリッドシステムのモデリングや制御に興味を抱くようになって生まれた新しい研究分

野である2, 3, 4)．

以下では，まず，ハイブリッドシステムのイメージとその意義について述べる．次いで，

ハイブリッドシステムを表現するためのモデルとその制御手法に関して代表的なものを説明

する．

（1）ハイブリッドシステムとは

ハイブリッドシステムとは，図 3・9 に示すように，オートマトンの各ノードに常微分方程

式を割り当てたものであると考えると理解しやすい．オートマトンによって離散ダイナミク

ス（モード 1ならばモード 2に遷移できるといったようにモード遷移に記憶を要するのでダ

イナミクスである）を表現し，各ノードに割り当てられた常微分方程式によって連続ダイナ

ミクスを表現している．離散ダイナミクスの状態を離散状態（モード），連続ダイナミクスの

状態を連続状態と呼ぶ．車のマニュアルシフトのように外的要因により，あるいは，温度や

位置などの連続状態がある閾値を超えるなどの内的要因によりモードが切り換わり，それに

伴い，常微分方程式が切り換わったり，あるいは，その解がジャンプしたりする．

連続ダイナミクスは，力学系の運動方程式や化学反応式などに相当する．一方，離散ダイ

ナミクスは，不連続な物理現象により生じるもの（物理的離散事象）とコンピュータプログ

ラムなどにより実現される論理によるもの（論理的離散事象）の 2種類がある．物理的離散

事象を含むシステムとして，例えば，ロボットの 2足歩行やハンドによる物体操りが挙げら

れる．歩行では，1本足と 2本足の立位相が交互に切り換わり，更に 1本足から 2本足へ

の遷移の際に足裏の速度が瞬時に０になるので，解のジャンプ現象が生じる．これを図 3・9

のように表現すると，図 3・10 にようになる．一方，論理的離散事象を含むシステムは，図

3・11 のように，コンピュータプログラムによって実現される論理が実システムと混在してい

る状況において見られる．例えば，化学プラントにおける反応炉を想像してみよう．立ち上

げモード，定常モード，緊急モードなど様々なモードが存在し，それらによりオートマトン

（論理的関係）が構成され，一方，各モードごとに，液体注入用のバルブが開閉したり，ある

いはヒーターが ON/OFFしたりすることによって微分方程式も切り換わる．更に制御入力と
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図 3・9 ハイブリッドシステムのイメージ

しては，タンクへの液量のような連続値だけでなく，ヒータなどの ON/OFFスイッチのよう

な離散値も考えられうる．センサ出力も同様に，タンクの水位や温度などの連続値だけでな

く，温度などを very low, low, normal, high, very highのように量子化した離散値の場合も考

えられる．

このように，不連続な物理現象やコンピュータによる論理を含む実システムは，自動車，

航空機，ロボットなどの機械システム，電気機器，鉄鋼や化学プラント，通信ネットワーク，

遺伝子ネットワークなど身近に多数存在する．このようなシステムの制御系設計では，これ

までは，システムを局所的に捉え，連続か離散のどちらかの観点のみに注目し，他方は無視

するか，あるいは直感や経験に基づいてヒューリスティックに設計してきたのが現状である．

また，様々な工学システム，バイオシステム，人間の行動解析などは複雑な非線形システム

として表現されるが，こうした非線形システムを区分的アファイン関数を持つハイブリッド

システムで近似して解析や設計を容易する手法も多く見られる．連続と離散が混在した系と

して如何に適切にモデリングするか？，如何に解析するか？，そして如何に最適な制御系を

設計するか？，が研究課題である．

ハイブリッドシステムの理論を構築することの魅力を２つ挙げる．まず，システムの知能

化への一つの新しい数学的枠組みが提供できることにある．これまで主に研究されてきた連

続ダイナミクス（運動）の理論に，知能の一側面である離散ダイナミクス（論理）に関する理

論を組み込むことで制御システムの知能化が期待できる．もう一つは，一分野にとどまらな

い可能性を秘めていることにある．そもそもハイブリッドシステムという新しい概念は，「動

的システム」を扱う様々な研究分野に共有のものである．したがって，このような考え方は，

制御やロボットの分野にとどまらず，計測や信号処理など動的システムを研究対象とするす

べての研究分野に影響を及ぼすであろう．また，別の視点として，ニューラルネットワーク

のあるクラスがハイブリッドシステムの一種であることや，知能（論理）を運動とともに考

える身体性認知科学など，人工知能の分野とも何らかの接点がある．不連続な微分方程式と

いう立場からは分岐現象やカオス現象などの複雑非線形科学との関連も挙げられる．

表 3・1 にハイブリッドシステムが適用できる主な対象を整理しておく．この表より，ハイ

ブリッドシステム論の大まかな適用対象がイメージできるであろう．ただし，これ以外にも

様々な適用対象があることは言うまでもない．
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図 3・11 論理的離散事象を含むハイブリッドシステム

（2）ハイブリッドシステムのモデル

一般的なハイブリッドシステムモデルは


ẋ(t) = f (I (t), x(t),u(t))

I (t) = g(I (t−), x(t−), u(t))

x(t) = h(I (t−), x(t−), u(t))

y(t) = ψ(I (t), x(t),u(t))

(3・26)

で与えられる5)．ここで，t ∈ R は連続時間，I ∈ N ` は，有限集合 N の直積上に定義された
離散状態（モード），x ∈ Rn は連続状態，u ∈ Nm1 × Rm2 は制御入力で，y ∈ N p1 × Rp2 は出

力である．また， f，g，h，ψは，N ` × Rn × Rmから，それぞれ Rn，N `，Rn，N p1 × Rp2

への写像である．(I , x)の組で，単に「状態」，もしくは「ハイブリッド状態」などと呼ばれ，

N ` の要素数は「モード数」と呼ばれる．

式 (3・26)において，第 1式は，I ∈ N ` ごとに通常の常微分方程式であり，連続ダイナミ

表 3・1 ハイブリッドシステムの適用対象の分類

連続事象 　　離散事象　　　　　　 　　　　　　　具体例　　　　　　　

物理系

物理的作用（衝突現象，摩擦など） ロボットなどの機械システム

論理的制約（命題論理など） 飛行機，自動車などの制御系

スケジューリング，生産計画 化学プラント，鉄鋼プラント

離散構造（ネットワーク，群行動） 通信・遺伝子ネットワーク，群制御

離散値データ（量子化） 量子化制御，ON-OFFセンサ/アクチュエータ
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クスを表す．また，第 2式は離散状態の遷移（モードの切換え）を表す．ここで，t− は時刻
t でモードが切り換わる直前を意味し，x(t−) := limτ→t−0 x(t)などと定義する．第 2式は，例

えば，I+ ∈ N ` と LI+
⊆ N ` × Rn × Rmによって定義される if-thenルール

I (t) = I+ if ( I (t−), x(t−), u(t)) ∈ LI+︸                                 ︷︷                                 ︸
g(I (t−),x(t−),u(t))

(3・27)

が挙げられる．第 3式は連続状態の不連続変化（状態のジャンプ）を定義し，第 4式は出力

方程式である．ここで，モードの切換えと状態のジャンプは．連続状態 xによるものと入力

uによるものに区別される．前者は，それぞれ「自律切換え（Autonomous Switching）」，「自

律ジャンプ（Autonomous Jump）」と呼ばれ，後者は「制御切換え（Controlled Switching）」，

「制御ジャンプ（Controlled Jump）」と呼ばれる．なお，式 (3・26)に対応する離散時間モデル

も同様に定義され，その場合，第 1式を差分方程式に置き換えるなどすればよい．

より具体化したモデルとしては，区分的アファイン (動的) システム（Piecewise Affine

System）6, 7)，混合論理動的システム（Mixed Logic Dynamical System）8)，相補性 (動的)シ

ステム（Complementarity Systems）9)などが挙げられる．以下では，区分的アファインシス

テム（以下，PWAシステムという）と混合論理動的システム（以下，MLD システムという）

について簡単に紹介する．

下記の離散時間 PWAシステムは，ハイブリッドシステムモデルのなかで最も標準的であ

り，これに対して様々な研究がなされている．

x(t + 1) = AI (t)x(t) + aI (t) + BI (t)u(t), if ( x(t), u(t)) ∈ SI (t) (3・28)

ここで，t ∈ {0, 1, . . .}は離散時間，x ∈ Rn と I ∈ N ` はそれぞれ連続状態と離散状態（モー

ド）であり，u ∈ Rmは連続入力，SI ⊆ Rn × Rmはモード I を割り当てる集合である．なお，

SI は連続状態 xに関して与えられるのが一般的である．(x(t), u(t))の値によってモード I が

切り換わり，したがって，連続ダイナミクスも切り換わる．なお，出力方程式は必要に応じ

て表記することにする．

一方，離散時間 MLD システムは

x(t + 1) = Ax(t) + B1u(t) + B2z(t) + B3δ(t) (3・29)

Cx(t) + D1u(t) + D2z(t) + D3δ(t) ≤ E (3・30)

で与えられる．ここで，x ∈ Rnc × {0, 1}nd は状態, u ∈ Rm1c × {0, 1}m1d は入力，z ∈ Rm2 ,

δ ∈ {0,1}m3 はそれぞれ連続値と離散値の補助変数である．不等式 (3・30)は p本，すなわち

C ∈ Rp×n, Di ∈ Rp×mi (i = 1,2,3)，E ∈ Rp であり，≤ は要素ごとの大小関係を表す．補助変
数 zと δ は，混合整数不等式 (3・30)において xと uが与えられたら一意に定まるとする．

すなわち，そもそも，zと δは xと uの（論理条件などから決まる）非線形関数の値として

(z, δ) = h(x,u)で与えられているものであり，この関数を混合整数不等式で表現していると解

釈できる．このシステム表現の特徴は，等式も不等式も（バイナリ変数であることを除けば）

すべて線形の形式で表現されていることにある．下記の簡単な例でこの表現方法を説明する．

[例] 有界閉集合 X ⊆ Rn 上で定義されたモード数 2の離散時間 PWAシステム
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x(t + 1) =


A0x(t) + a + Bu(t) if x(t) ∈ S0

A1x(t) + a + Bu(t) if x(t) ∈ S1
(3・31)

を MLD システムとして表現する．ただし，a ∈ Rn，B ∈ Rn×m，S0 := {x ∈ X|Cx < 0}，
S1 := {x ∈ X|Cx≥ 0}, C ∈ R1×n とする．

補助変数 δ ∈ R を

δ(t) =


0 if Cx(t) < 0

1 if Cx(t) ≥ 0
(3・32)

とおくと，式 (3・31)は次のように表現できる．

x(t + 1) = A0x(t) + δ(t)(A1 − A0)x(t) + a + Bu(t) (3・33)

そこで，z(t) = δ(t)x(t)の変数変換，及び式 (3・32)を 0-1を含む不等式で表現することによっ

て，式 (3・32)と式 (3・33)は，次の近似的に等価な表現に変換できる．


x(t + 1) = A0x(t) + (A1 − A0)z(t) + a + Bu(t)

ξmin(1− δ(t)) ≤ Cx(t) ≤ ξmaxδ(t) − (δ(t) − 1)ε

ζminδ(t) ≤ z(t) ≤ ζmaxδ(t)

x(t) − ζmax(1− δ(t)) ≤ z(t) ≤ x(t) − ζmin(1− δ(t))

(3・34)

ここで，ε は近似の度合いを表す十分小さな正数である．また，ξmin := minx∈XCx，ξmax :=

maxx∈XCx，ζmin := minx∈X x，ζmax := maxx∈X xである．式 (3・34)の第 2式は式 (3・32)を任意

の精度で近似している．第 3，4式は，z(t) = δ(t)x(t)の等価表現である．これを式 (3・29),(3・30)

の形式で表したものが，式 (3・31)の MLD システム表現となる．

MLD システムは，このようなモードの切換えだけでなく，解のジャンプ現象や離散値入力

の場合なども同様に記述できる．また，数理計画分野でよく知られているように，命題論理

を 0-1変数の線形型の不等式で表現することによって MLD システムに組み込める10)．MLD

システムの様々な表現例は，文献8)などを参考にされたい．

（3）ハイブリッドシステムの制御 -MLD システムに基づくモデル予測制御を中心に

MLD システム (3・29),(3・30)において

v(t) =



u(t)

z(t)

δ(t)


∈ (Rm1c × {0,1}m1d) × Rm2 × {0,1}m3

B = [B1 B2 B3], D = [D1 D2 D3]

とおくと

x(t + 1) = Ax(t) + Bv(t) (3・35)

Cx(t) + Dv(t) ≤ E (3・36)

と表現できる．これは，vや xに離散値が含まれるが，形式上は拘束線形システムと呼ばれ
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図 3・12 モデル予測制御（v∗,v†,v◦ は各区間での最適解，x∗ は最適軌道を示す）

る動的システムと同じである．したがって，拘束線形システムに対する有効な制御系設計法

の一つであるモデル予測制御手法（3-5節参照）が，以下に示すように，MLD システムに対

しても適用できる8)．

議論を簡単にするため，原点を目標値とし，評価関数の終端条件を省略した，次の最適制

御問題を考える．

問題 ( 有限時間最適制御問題 )現在時刻 kでの状態 x(k) におけるシステム (3・35), (3・36)

に対して，評価関数

J(x(k), v) =

k+T∑

t=k+1

xT (t)Qx(t) +

k+T−1∑

t=k

vT (t)Rv(t) (3・37)

を最小にする入力 v∗(t), t = k, k+ 1, . . . ,k+ T −1,を求めよ．ただし，Q ≥ 0（半正定）, R> 0

（正定）であり，T は予測ステップ数と呼ばれる．

評価関数 J の第 1項は状態 xの過渡的な振る舞いに相当する量を，第 2項は入力 vのエ

ネルギーを表す．

このとき，モデル予測制御とは，図 3・12 に示すように，状態に依存して毎時刻ごとに最

適化を行う逐次最適化手法である．具体的には，Jを最小にする入力 v∗ を最適入力列と呼ぶ
ものとすると，この最適入力列 v∗(t), t = k, k + 1, . . . ,k + T − 1のうち，v∗(k)のみを現在時刻

kにおいて制御対象に印加し，次に，それにより得られた次の時刻 t = k + 1の状態 x(k + 1)

に対して，上記の問題において kを k + 1と置き換えた問題を考え，同様に，最適入力列の 1

ステップ分の入力のみ印加する，といったように繰り返す手法である．

このように，モデル予測制御を適用するには，上記の有限時間最適制御問題を解けばよい．

この問題は，式 (3・35)の漸化式を解く，すなわち x(k+ 1), . . . , x(k+ T)を現在状態 x(k)と入

力列 v(k), . . . , v(k + T − 1)で表現することによって，次の混合整数 2次計画問題 (MIQP問

題と略す)に帰着される．

min
v̄k∈V

v̄T
k M1v̄k + v̄T

k M2x(k)

s.t. L1v̄k ≤ L2x(k) + L3, (3・38)
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図 3・13 MLD システムのモデル予測制御の例

ここで，入力集合 V は V = (Rm1cT × {0, 1}m1dT ) × Rm2T × {0,1}m3T であり

v̄k =



v(k)

v(k+ 1)
...

v(k+ T − 1)



である．また Mi , Li は適当な次元の行列である．

この問題は x(k)の値によっては可解でない場合もあり得ることに注意されたい．常に可解

であることは，ある種の可制御性問題をあらかじめ解くことによって確かめられる．また，

評価関数を 2次形式でなく，1次形式で与え，混合整数線形計画問題に帰着する場合も同様

である．

以下に，図 3・13(a)に示す 3変速ギア付き 2慣性系の位置決め制御問題を考える．このシ

ステムの運動方程式は，状態ベクトルを x = [θ1 θ̇1 θ2 θ̇2]T，連続入力としてモータへの印加

電圧を u,離散入力としてギア比を I とおくと

ẋ =



0 1 0 0

a1(I ) a2 a3(I ) 0

0 0 0 1

b1(I ) 0 b2 b3


x +



0

a4

0

0


u

と与えられる．また，ギア比の遷移については図 3・13(b)に示すような制約を設ける．ただ

し，ギア比の変更によって θ̇1の値にジャンプ現象が生じることに注意して，この現象も一つ

のモードとして図 3・13(b)中に加えている．

このとき，連続入力，離散入力を適切に加えることによって θ2を適当に与えられた初期値

から 0に遷移させる有限時間最適制御問題を考える．評価関数は適当な行列 Q, Rのもとで

式 (3・37)を用いた．

上記の運動方程式をモードごとにサンプル周期 0.25で離散時間状態方程式に書き換え，こ
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図 3・14 最適化結果

れより式 (3・29)，式 (3・30)の MLD システムを導出し，式 (3・38)の MIQP問題に帰着して

得られた解が図 3・14 である．ギア変速は 1速から始まって 3速へと移り，静止に向けて 1

速に切り換えていく自然な結果が得られた．連続入力である印加電圧と協調していつ切り換

えるかが重要であり，こうした最適化によって解を得ることが可能となる．

（4）まとめ

ハイブリッドシステムの研究領域は幅広く，ここでは説明できなかったが，システム同定，

可制御・可観測性判別，安定性解析，安定化制御，オブザーバなどシステム制御に関連する

主な話題について精力的に研究されてきている．ただ，本システムは本質的に非線形系であ

るため，安定性解析などいくつかのトピックでは実用性の高い結果が得られているとは言い

がたい．今後も精力的な研究が望まれる．
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3--5 モデル予測制御
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